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群 及 其 表示 理论 是 处 理 具有 一 定 对 称 性 的 物理 体系 的 一 种 有 力 工具 、 
木 书 在 论述 群 及 其 表示 理论 的 基础 上 ,着 重 介绍 群 论 在 原 于 ,分 于 和 晶体 等 
物理 体系 中 的 应 用 .全 书 共 分 五 章 包 括 群 和 群 表示 的 基本 理论 , 群 表示 与 
星 定 词 方程 ,完全 转动 群 的 不 可 约 表示 和 角 动量 , 群 论 在 原 于 结构 方面 的 应 
用 及 空间 群 的 表示 与 应 用 . 

本 书 可 供 大 专 院 校 物理 系 及 有 关 专 业 的 教师 、 研 究 生 和 高 年 级 学 生 参 
3. 
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群 及 其 表示 理论 ,作为 数学 的 一 个 分 支 ,是 处 理 具 有 一 定 对 称 
性 的 物理 体系 的 一 种 有 力 工具 .利用 群 论 方法 ， 可 以 直接 对 体系 
的 许多 性 质 作出 定性 的 了 解 , 可 以 简化 复杂 的 计算 ,也 可 以 预言 物 
理 过 程 的 发 展 趋向 。 作为 一 门 课程 , 《 群 论 及 其 在 物理 学 中 的 应 
用 》 也 应 是 物理 系 研 究 生 的 必 读 课程 或 高 年 级 大 学 生 的 选修 课程 
本 书 正 是 为 了 适应 这 一 需要 而 编写 的 . 

本 书 是 在 历年 复旦 大 学 物理 系 部 分 研究 生 使 用 的 讲义 基础 上 
经 补充 、 修 订 而 成 的 。 全 书 共 分 五 章 。 第 一 章 从 群 的 基本 性 质 开 
始 , 介 绍 了 和 群 的 表示 理论 ,并 且 相 当 详 细 地 介绍 了 三 十 二 个 晶体 点 
群 的 对 称 操 作 。 第 二 章 在 了 解 不 可 约 表示 基 矢 人 性质 的 基础 上 ， 主 
要 分 析 薛 定 谓 方 程 的 对 称 性 ,并 且 具 体 讨 论 了 群 论 在 矩阵 元 计算 、 
组 成 杂 化 轨道 以 及 分 子 正 则 振动 等 方面 的 应 用 。 此 外 ， 作 为 微 扰 
算 符 影响 的 具体 例子 ， 介 绍 了 完全 转动 群 的 不 可 约 表示 按 点 群 的 
简约 。 第 三 章 , 在 详细 讨论 完全 转动 群 的 不 可 约 表示 之 后 ,介绍 了 
其 在 角 动 量 耦 合 以 及 不 可 约 张 量 算 符 方面 的 应 用 ， 同 时 还 介绍 了 
双 点 群 的 性 质 和 时 间 反 演 对 称 性 。 第 四 章 在 微 扰 理论 的 体系 中 ， 
应 用 群 论 分 别 讨论 计 人 电子 间 的 库仑 相互 作用 ， 自 旋 -轨道 耦合 ， 
具有 一 定 对 称 性 的 晶体 场 ， 外 磁场 以 及 超 精 细 结 构 等 因素 的 影响 
后 原子 状态 的 变化 ， 集 中 介绍 群 论 在 原子 体系 中 的 应 用 .最 后 一 
章 则 在 详细 讨论 空间 群 及 其 不 可 约 表 示 的 基础 上 ， 介 绍 群 论 在 晶 
体能 带 理论 和 晶 格 振动 方面 的 应 用 。 限 于 篇 幅 ， 排 列 群 在 本 书 中 
只 作为 群 的 一 个 具体 例子 提 及 ， 而 并 未 作 专 门 的 详细 讨论 。 在 每 
章 正 文 后 面 均 附 有 主要 的 参考 资料 目录 以 及 一 定数 量 的 习题 ， 以 
便 帮 助 读者 比较 深入 地 掌握 有 关内 容 . 

作为 一 门 研究 生 课程 使 用 的 教材 ， 本 书 的 内 容 是 建立 在 大 学 
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物理 系 毕 业 生 的 知识 水 平 基础 之 上 的 。 因 此 ,对 其 他 方面 的 读者 ， 
在 阅读 本 书 时 要 求 具有 初等 量子 力学 和 固体 物理 学 的 知识 基础 . 
在 本 书 编写 过 程 中 ,得 到 了 科学 出 版 社 的 热情 支持 , 陆 栋 同志 
详细 地 阅读 了 全 部 书稿 ,提出 了 许多 宝贵 的 意见 ,给 编者 以 很 大 帮 
助 , 荀 仿 芳 同志 草 绘 了 全 部 插图 ,在 此 一 并 志 谢 ， 
мэ | £ + 
—Ju/VPqE+L А 
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第 一 章 群 和 群 表 示 


本 章 将 介绍 群 和 群 表示 的 基本 定义 、 性 质 以 及 有 关 的 基本 定 
理 ， 先 从 抽象 群 的 定义 和 性 质 出 发 ， 逐 步 介绍 同 晶体 性 质 有 关 的 
把 妊 ， 最 后 介绍 有 关 群 表示 的 重要 的 基本 定理 。 在 叙述 中 对 于 线 
性 代数 中 已 介绍 过 的 基本 定理 不 再 证 明 , 而 只 是 引用 其 结果 。 
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凡是 诺 足 下 面 几 个 条 件 的 元 素 集 合 或 操作 集合 均 称 为 群 ， 篆 
И G 表 示 。 如 果 用 A,V,, 4, “ээ 等 表示 群 G 中 所 包含 的 元 素 或 操 
作 , 风 4;€ G,i 一 1,2,.… ,或 集合 (4,) 必须 满足 下 述 条 件 : 
(1) 群 中 任何 一 对 操作 或 元 素 A; 与 4; 的 乘积 А, 是 唯一 的 
和 单 值 的 ,4 仍 是 集合 中 的 一 个 操作 或 元 素 ， 
АА == Ар i= j m i= j. (11-1) 
(2) 群 中 的 元 索 集合 一 定 要 包含 不 变 元 素 ( 或 操作 )、 常 以 E 
HR, E cE G , E BRG TIJ H: 
EA; = A; E = 4,, (1.1-2) 
其 中 A; € G 是 群 G 中 的 任何 一 个 元 素 . 
(3) 任意 三 个 元 素 ( 或 操作 ) 的 冬 积 满足 组 合 定 则 


(4,4)4,- ААА). (1.1-3) 
(4) 如 果 群 中 包含 元 素 Ais 也 一 定 包含 4, RETR Яг, 
АА = АПА = EF. (1.1-4) 


TREMA. 3 (1) 所 得 的 乘积 A, 与 4, 及 A; 的 次 序 
Жэ, 4,4; = А, 意味 着 Ар, А, 依次 作用 的 结果 与 А, 的 作用 要 
j, W 44; = 4,4, WER 4; 与 4, 是 对 易 的 。 在 一 般 情 况 
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下 , 群 中 的 任何 两 个 元 素 4; 与 4; 不 一 定 对 易 . 

在 本 书 中 以 G 代 表 群 ， 属 于 群 G ло (或 操作 ) A.G = 1, 
2,---)НА, ЄС RARE. 

如 果 群 G 的 元 素 (或 操作 ) 的 个 数 是 有 限 的 ,这 个 群 称 为 有 限 
群 。 在 本 书 中 我 们 主要 讨论 有 限 群 . 


112 ”有 限 群 的 基本 性 质 
(1) 群 阶 ”有 限 群 中 各 不 相同 元 素 的 数目 称 为 群 阶 ， 用 8 


(2) kk ”常用 乘积 表 来 记述 群 中 所 有 元 泰 (或 操作 ) 之 
间 的 乘积 , Ж 1.1-1 给 出 一 个 六 阶 群 的 乘积 表 ， 


®1.1-1 六 阶 群 的 乘积 表 


} 4 4, A; 7 
Е Е A A А, А A 
А, А Е А, А, А 4, 
4, А А, Е 4, А, А 
А, А, А, А Е A A 
A, A A; 4, 4, 4 Е 
A A A, 4, А, Е А 


可 以 看 出 , 表 中 的 每 一 行 及 每 一 列 中 ,各 元 素 只 出 现 一 次 ， 这 十 一 
个 很 明显 的 定理 ,可 以 很 容易 得 到 证 明 , 因 为 如 果 基 个 元 索 在 表 中 
出 现 两 次 ， 


АА = А, 
和 АА = Аһ» À, = Áj, 
则 
АЛАА = EA; = А; = АРА (1.1-53 
АЛАА = ЕА = А = ЯГАЬ, (1.1-6) 


由 于 Аг АБЖЕ СФ 0, Ll EDAN АЛ ЗЈН S ЖЕ 
单 值 的 ,显然 与 群 的 定义 (1) 相 违背 ， 
(3) 元 素 的 阶 WEEG, MWE А; 一 下 的 最 小 正 整 


° 2 ° 


数 ос RATE 4; 的 阶 ， 在 表 (1.1-1) 所 示 的 六 阶 群 中 ,由 于 
43 = А А = E, 

所 以 4,,4,,4, 都 是 二 阶 的 元 索 ; 

43 = A: = E, 
4,5,4,4Э5 0 ЛЖ. 

(4) +i% 11 4,， Ais 都 是 群 G 的 元 素 ， MI) 4, € 

G,A; € G. X € G, 18. 

XA X = A, (11-7) 
则 元 素 4, 20 4; Жл ж. PA ВАЕ Ju 4; 是 自身 的 


EA;E™ = А;, | (1.1-8) 
уар | u 
А; = ХЭАХ, 2 (1.1-9) 
设 X=Y, YEG, X=Y, | 
则 式 (1.1-9) 可 写成 | 
ҮЛҮ! = А;, (11-10) 


元 素 4; 也 是 A BRATR, И ШЕ ЖШН. 
如 果 4; 与 403195, 4; 54.9018, MUA, 也 与 4 
HARY. ЗАЕТИ ЕНТ: 因为 
XAX i= 4, Хєс, © (14-11) 
YAY =A, YEG, (14-12) 
YAY = YXA;X Y = ҮХАК(ҮХу?!, (11-13) 
令 | 
YX =Z, ZA,Z = А}, (11149 
由 YEG,XEG 知 ZEG, 因 此 A; 也 与 4, 038, тих 
称 为 共 斩 的 传递 性 ， 
(5) 类 和 群 中 彼此 共 辆 的 元 素 组 成 类 ， VESI 11-1 所 示 
的 六 阶 群 为 例 ,根据 乘积 表 ,可 得 到 下 面 的 结果 : 


БАЕ =A, ЕАЕ = d, 
ААА = Ау, ААА = А,» 
4,4,437} = Аз ААА = А, 
ААА = А, ААА = Ау 
ААА = А,, ААА = А, 
x ААА = Аз, ААА = A. 
因此 ,在 这 个 六 阶 群 中 , 4,4,4, BERR, 4,4, 组 成 男 一 类 ,不 变 
TR Е 则 目 成 一 类 ,可 表示 成 
С, = E, С,-(4,,4,,4,),С,-146451,(14-15) 
同类 的 元 素 有 相同 的 阶 。 因为 
(XAX™')" = ХААХГ(ХАХЭ)...(ХАХ?) 
= ХАЎХ = XEX = Е, 
即 如 47 = E, MUC XA X Y аР E, МИНУ 4:-53:45555 
жж ХА,Х АНАУ. 
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121 子 群 的 定义 


如 果 在 群 G 的 元 素 集合 中 能 找到 其 一 部 分 元 素 ， 则 称 为 子 集 
S H, BRS HC G 来 表示 ,而 且 子 集合 瑟 的 元 素 组 成 群 ， 则 妃 称 
XG TE, MB TEA HEGN TE, нл жи EFE 
的 两 个 条 件 : 

(1) 瑟 中 的 任何 两 个 元 素 的 乘积 仍 在 吉之 中 ; 

(I) 互 中 的 每 一 个 元 素 的 逆 元 系 仍 在 瑟 之 中 ， 
由 于 HE G，G 中 的 元 素 的 乘积 满足 组 合 定律 ， 因 此 五 的 元 素 必 
然 满足 $ 1.1 所 给 的 条 件 (3) ,在 这 里 不 必 重 复 ， 同 时 ,由 于 上 述 条 
件 (DCID) 以 及 北 元 素 的 定义 , 子 集合 也 必 包 含 不 变 元 素 ЕКЕ. С 
是 有 限 群 ,对 G 中 任何 一 个 阶 为 4 的 元 素 4;, 下 列 关系 就 成 立 : 

А? = АА? = Е = A? !A., 

Вр 4, 的 逆 元 素 是 42， 因此 子 集合 五 的 元 素 只 要 满足 本 节 所 述 
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的 条 件 (1), 也 必然 满足 条 件 (I1). 

以 表 1.1-1 的 六 阶 群 为 例 , 子 集合 {E ,41}、{E, Ah {Е,А,) 
及 {Е,4.,4,) 都 是 G 的 子 群 .可 以 按照 类 的 定义 将 子 群 的 元 素 分 
类 ,容易 证 明子 群 {E ,44，4;} 中 的 三 个 元 素 各 成 一 类 ， 而 在 群 G 
中 A, A, 是 同类 的 ,由 此 可 知 在 群 G 中 同属 一 类 的 元 素 , 在 子 群 太 
中 不 一 定 再 属 同一 类 . 


1.2.2” 陪 集 的 定义 和 有 关 的 定理 


(1) 定义 RTE НСС,Н ЛЭЭ ЈЕ, B B,,: ++) 
如 有 NE G, IB AEHIH,W S (УЕ,ХВ,, NBr - - 1 ЖЖ М 
所 产生 的 子 群 妃 的 左 陪 集 , 而 集合 ХЕМ, В.М, BN- - ) 称 为 元 素 
N 所 产生 的 子 群 矿 的 右 陪 集 ， | | 

(2) 有 关 陪 集约 几 个 定理 

定理 一 了 集 中 的 元 素 互 不 相同 ,也 不 同 于 子 群 的 元 素 

证 (i) wR NB, = NB; i] B, = В, ЕЕЕ ЛЕНЕ, 
КИ NB, = МВ,, 

(1) 如 果 NB, = В,,В,ЄН, WJ = Бүр н, ыў 
集 的 定义 不 符 , 因 此 NB, 不 可 能 是 互 中 的 元 素 。 

定理 二 УРНИ АНАС ВЕЖ) Жс 
同 ,或 完全 不 相间 . | 

证 ИйНСсС,Н Дд Е,В,.В,,...у., 7 ХЄС,ҮЄєСс, 
H ХУ ЁЕДУЛ ЕХ, BX, В,Х...}, H Y 产生 的 右 陪 集 是 
{EY, В.Ү, В,Ү.·-} ШЖ | 

В.Х = В,Ү, | 
则 ВГВ, = YX 1, Р ВГВ EH, WJ YX! € H. 

IE SEO БУ HER (EYX ?,В,ҮХт!, B,YX-1: | 就 是 子 群 
Н, ОТ Я(ЕҮХЭХ,ВҮХЭХ,ВҮХЭХ--)ы 
集合 ЕХ, В,Х, BX) 完全 相同 ,只 是 元 素 的 排列 次 序 可 能 不 
相同 ， 这 也 就 证 月 了 如 

В.Х = В,Ү, 


则 两 个 右 陪 集 的 所 有 元 素 完全 相同 。 反 之 ,可 以 证 明 , 在 两 个 陪 集 
中 如 有 一 个 元 素 不 同 , 则 所 有 元 系 都 是 不 同 的 . 


定理 三 子 群 有 的 阶 4 是 群 G 阶 8 的 因 于 ,i 一 二 ,整数 ! 称 


为 子 群 的 指数 . 

在 G 中 选 元 素 X，X 不 在 互 中 。 МХ БСН BJ # Fr Ж 
{ЕХ,В,Х ,В,Х-+- ,我 们 用 HX 代表 这 个 陪 集 。 在 G 中 如 册 选 一 
个 元 素 了 ,Y 不 在 玉 也 不 在 右 陪 集 HX 中 , 则 根据 上 述 定 理 HY 的 
元 素 集合 与 鼠 和 五 X 都 完全 不 同 ,因此 可 将 群 的 元 素 集合 写成 

{G} = {H} + {HX} + {HY} + {HZ} + е, 
ВИ нул АЖЕ {н} 及 其 右 陪 集 {HX}{HY} 《或 左 陪 
集 )… 等 出 现 , KEGN Е E. TE H ДУГ 4 的 整数 倍 ,g = lA. 

@ 对 于 表 1.1-1 所 示 的 六 阶 群 ,已 经 指出 (Е,4,, 4,;} 是 一 
个 子 群 , 取 其 右 陪 集 (EA, 4.41. 4, А,} = {4i Аз, А} ЖЕЕ 
{AE АА, АА} --1(4,,4,4,), 这里, 这 两 个 陪 集 的 元 素 集 
合 是 完全 相同 的 。 


123 ВЯБЖ ЗЕ 
(1) 内 积 HH СЧЛИМ ЛЖЭ 
X,Y, 1 ,(Х",ҮГ, 331, 
IX.Y,-- 1. {X'’,Y’,...} 
= {XX', XY,- YX’, YY’, >} (1.2-1) 
称 为 两 个 集合 的 内 积 〈 又 名 正常 乘积 )， EA (12-10) 右 方 的 集合 
中 只 取 不 同 的 元 素 。 

@ 表 1.1-1 的 六 阶 群 中 {41,42} 和 14,» 4 的 内 积 为 1t4， 
4:)-14,,4,1--14,,4,5 А 4141. 

(2) +t 1. Н,ссС, Н,={Е,В,, В,}. Хе 
С,ДЫН,=КХКН,Х”+, лж 5 {ХЕХ-!,ХВ,Х!,‚ХВ,Х!}, ЭЖ 
H, Ж G 的 子 群 ,并 称 之 为 G 中 H, 838560 6. 

6) 令 表 1.1-1 中 的 子 群 AE, 4) 5H, WX = A, 
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ААА! = А, А,ЁЯГ = Е, 
80 (Е,,4,) = H, H, WERTE, PAETE Н, 看 成 是 XX 与 
Н,ХЭ 的 内 乘积 ， 
Н, = X - HX” 
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如 果 对 于 所 有 在 GrRiJ X, TRÆ X- HX": УНАН 
АІ, ШАНКР ТВ, Х.25 Pis Teks IE Д. BA, ЖА 
群 必 包 含 G 的 一 个 或 几 个 完全 的 类 ， 可 以 证 明 表 1.1-1 所 示 的 六 
MERT E {E ,4,,4;+ 则 不 变 子 群 , 下 面 证 明 几 个 与 不 变 子 群 有 
关 的 重要 定理 . 
定理 一 不 变 子 群 的 左 陪 集 与 右 陪 集 相等 . | 
证 这 个 定理 也 可 看 做 是 不 变 子 群 的 定义 。 如 果 Н.х 
Х.-Н, |Н-Х.НХЭ, 这 就 是 不 变 子 群 的 定义 。 反之， 由 于 
Н =X- НХ”, 如 
Н = {Е, B,,B3,* Bi), 
ХН = {ХЕ ,ХВ,,ХВ,,-·-ХВ,}, 
ХНХЭ -(ХЕХ“,ХВ,ХЭ--ХВ,ХЭ 
= {E,B.,B,,..:B}, 
因此 可 将 右 陪 集 的 元 素 集合 写成 
НХ = (ЕХ,В,Х,В,Х---ВүХ) 
= (XEX 'X,XB,X-':X,-..XB,X tX) 
= (ХЕ,ХВ,--ХВ,--ХН, 
即 证 明了 不 变 子 群 左 陪 集 与 右 陪 集 有 相同 的 元 素 集合 。 表 1.1-1 
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所 示 的 六 阶 群 的 不 变 子 群 是 {E,4,, 4,1. X = 4, ERR AH 
的 元 素 集 合 是 {41E ,4144,414;5} = {44d}. 

HRE HA 的 元 素 集 合 是 {E41,4441,4;41} = (4,451, 
二 者 完全 相同 . 

这 个 定理 也 意味 着 不 变 子 群 做 为 一 个 整体 与 G 中 的 任何 一 个 
TAHA. 

定理 二 不 变 子 群 的 两 个 左 陪 集 的 内 乘积 也 是 一 个 左 障 集 . 

证 ”根据 内 积 的 定义 , H- H=H, 


令 XH. YH= XYH. H = (XY)H. 

Wj XY = Z,Ze€ G, 
XH. YH = ZH, 

m ZH R HJ ES E, 


定理 三 ”不 变 子 群 与 其 任何 陪 集 的 内 乘积 仍 是 该 陪 集 本 身 。 

证 Н. XH = XHX ХН- XH, 因此 在 不 变 子 群 与 其 陪 集 
的 内 乘积 中 , 互 的 作用 有 如 群 G 中 不 变 元 素 的 作用 . 

M P H, 表示 其 个 群 的 不 变 子 群 ,以 区 别 于 其 他 的 子 群 . 


125 ШЭ 


如 将 不 变 子 群 Hy 及 其 所 有 不 同 的 陪 集 НүХ,, HvX,，.… 等 
部 看 作 元 素 , 则 这 些 元 素 也 构成 群 ,而 元 素 之 间 的 乘积 则 相应 地 为 
陪 集 之 间 的 内 乘积 。 这 一 元 素 集合 Hy , НЫХ, ，.…. 称 为 商 群 ， 由 
F G = Hyr + НХ, + +++ + HyXi, 故常 以 G/Hw 表示 商 群 . 

在 表 (1.1-1) 的 六 阶 群 的 情形 下 , Hy = {Е,А,, 45) 为 不 变 子 
Н.Х = A, Hyd, = {А,, A3341} = Су, Ну 和 Cw 就 是 商 群 的 
дж», G = Ну t Ch。 可 将 此 商 群 的 铺 积 列 成 表 1.2-1, 

商 群 具有 下 列 性 质 : 

(1) 商 群 的 不 变 元 素 即 不 变 子 群 Hy; 

(2) 如 商 群 中 有 HwU ,也 必 有 HrU, Б 

A = Ау, НО = НО; 


(3) 商 群 的 阶 等 于 不 变 子 群 的 指数 ; x | 
(4) 商 群 的 元 素 包 含 不 变 子 群 及 其 所 有 的 不 同 陪 集 。 
8 如 有 一 个 24 阶 的 群 , 乘积 表 如 表 1.2-2 所 示 ， 为 节省 篇 
幅 , 示 中 只 列 出 元 素 4, 的 下 标 i 的 值 ,而 不 写 出 4. 
常 把 这 个 群 称 为 0 群 。， 由 该 表 可 以 证 明 不 变 子 群 的 元 素 集合 
Hy === {Е,4,,4›,4ь}, 
НА, = (4, „47› 4» 4а} = Амэ 
Нх4,‚ = 14;,41,An,Ant = Bys 
HyA, = \А,,А,,Ав› Аа} = Су» 
HyAs = 1А, А44} = Dys 
НА, = (4,,АиЛАы» Aut = Es. 
商 群 的 乘积 表 可 以 表示 为 表 1.2-3 | 


381.23 ОНОН - 


Нм Ам Вм См Юм Ем 
Нм Нм 4м Bn CN DN о Eg <. 
Ан Ån Hy См By Ен р, 
By By Dy Ем An En | Hs 
CN Сы Ем р, Hy By Ам. 
Dy Dy Bn AN En | Hy CN 
En En CN Нм Dy | 44 Вм 


可 以 看 出 ,这 个 乘积 表 具 有 和 一 般 的 群 相同 的 性 质 ,实际 上 也 
是 一 个 六 阶 群 的 乘积 表 . 


` h 
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如 有 G 和 C 两 个 群 ,二 者 的 元 素 集合 分 别 为 
G = {Е, Ais 4:, `. An} 
Ç = {Е,4А,, А), . ° ХҮЛЭГ 
,11., 


二 渚 的 阶 相同 , В ЛЖ 2ЦВЇЇЕЛЧ---ХГ АМ J < Ж, (Я 
如 在 G 中 有 Aidi = Ars WE G 中 有 4; A; = Ar, 具有 以 上 性 
质 的 两 个 群 是 同 构 群 。 
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ТЭ САЈИ а ЖАРЕ С 的 阶 8, 设 8 二 8g H ËR G ti BJ 
某 个 元 素 和 G' АЛАМЕ RS, WEGA С 为 同 态 群 。 例如 
表 1.1-1 的 六 阶 群 同 态 于 表 1.2-2 所 示 的 O 群 ,元 素 之 间 的 对 应 关 


系 如 下 : 
E «— Ну = 1{E,A6,A, A419}; 
Ai<—> Ау = {А,, 45,46,43); 
А Су = {А,, А, Аһ, Ал} 
432) = 4А, Аы Аз» А ь}$ 
A— Bn = {А 4,4, 4515 
As<—> En = {A 4646.4). 

13.3 Ж 


Вс 中 与 G 的 不 变 元 素 对 应 的 元 素 集合 是 G' 的 不 变 子 群 ， 
又 称 为 G' 同 态 于 G 的 核 ,常用 KK 表示 ， 商 群 G'/ 有 与 G 同 构 ,上 例 
中 Hy BDE K, 


§ 1.4 BUER RR SAKKE 


сжав фав тануда, HIS RNIN 
运算 法 则 见 本 书 的 附录 一 ， 
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如 果 有 一 些 z ЖЕНУ Л Ж Dis Dis + "s Dzs Вора Аа {у Жн 
Е DD, = I, H ( D. );; = [i = бр, АМЕА Јр, | 天 
0, 证 阵 之 间 彼 此 的 乘积 关系 与 群 G 的 元 素 E, A, As, 1758 -2-- 
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对 应 ， 这 样 的 一 组 第 阵 称 为 矩阵 群 ， 这 个 矩阵 群 与 群 C 同 构 。 和 群 
G 中 的 不 变 元 素 和 多 阵 群 中 的 单位 矩阵 相对 应 ， 与 逆 元 素 相对 应 
的 定 阵 就 是 与 该 元 素 相 对 应 的 年 阵 的 逆 称 阵 ， 既 然 这 个 矩阵 群 与 
GAA, WARRE GAER, EERME R GERR 
不 ,或 简称 为 群 IRZ, | 
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如 果 р" = Dt, Dt = D7, 则 根据 矩阵 的 性 质 ( 见 附录 一 )， 
立 样 的 定 阵 称 为 么 正定 阵 。 如果 年 阵 群 中 的 每 个 矩阵 都 是 么 正 托 
阵 ,由 它们 组 成 的 群 称 为 么 正定 阵 群 . 


14.3 可 约 表 示 , 完 全 可 约 表 示 和 不 可 约 表 示 


令 DCA.) Ке ЗСЖ A; 相对 应 的 和 矩阵， 如 DCA) д 
有 形式 


D(A4;) Dal; 2), ажа) 


0040 = ç 0 0р4) 
D,( A,) Ж m EHE, D(A;) Ж» — m ЕЈ ЕВЕ, WI 
рСА,)0(4,) 
и шин Брэнд шин Data) 
0 D,( A,) 0 DLA) 
Ш (20640043) D,( A.)D,,( A;) + КАРК 4») 
0 D,( A.)D,( A;) ` 
(1.4-2) 
如 果 
D(A.)D(A,) 一 РСА:), 
Р,(4,)р,(А4,) = РСА), | 
D,( Ai)D,( А,) 一 Р, Аз), (1.4-3) 
р,(4:)0:44,) + D,(A,)DX А,)= Р.А), и 


则 可 将 式 (1.4-2) 写成 


D(A,) = (2644 О, 4, )\ 


0 D,( A.) 


从 上 式 和 式 (1.4-3) 可 以 看 出 ,Di(4,), D(A4;),*… 可 组 成 群 
С Ут л, D4), 044,),-г. 组 成 群 G 的 4 一 m 维 表示 ， 
р,(4:), Р,САД 的 维 数 小 于 D(4;) 的 维 数 ， 具有 形式 (1.4-1) 的 
矩阵 群 称 为 可 约 的 矩阵 群 ,如 Dis(4;) = 0,i = 1,2,"… ,8, 则 该 
算 阵 群 称 为 完全 可 约 的 。 如 果 不 能 找到 使 所 有 短 阵 D(A) 同时 
变 成 式 (1.4-1) 的 相似 变换 , 则 DCA) 称 为 不 可 约 的 . 

下 面 介 绍 有 关 可 约 的 么 正 趾 阵 群 的 一 个 性 质 。 即 可 约 的 么 正 
号 阵 群 必 是 完全 可 约 的 起 阵 群 . 

因为 如 果 么 正和 矩阵 群 D(A;) 是 可 约 的 , 则 可 将 D(4;) 写成 


D(A,) Dil A;) -5 
D(A;) -( | p04) (1.4-5) 
根据 么 正官 阵 的 性 质 ， 
р"СА,) = D '(A;) = РСАР) 
_ (2549 0 ) (1.4-6) 
р5(42) DIAD” 


由 于 公正 和 矩阵 群 是 可 约 的 , 式 (1.4-6) 应 具有 和 式 (14-5) 相 同 的 形 
式 ， 因 此 ，D$(4;) =0, р (4) = 0ОАХЖИЭ 2 E EERE 
完全 可 约 的 .。 
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如 D(A4;) K 074) 是 群 G 的 表示 ， 由 D(A4;) 经 相似 变换 后 
可 得 到 р'(4,), В 

D'(4;) = X ':D(A;)KX, (14-7) 
X 为 与 DC4) ) 同 维 的 方 阵 , WD (4) 5 DU: 是 等 价 的 表示 ， 
D'(ADD'(A,) = ХЭр(АдХХЛЭ(АДХ 
= ХЭр(АОр(АХ. 

定理 ”如 群 的 矩阵 表示 的 行列 式 不 等 于 零 ， 则 有 —4 Z EB 
阵 群 和 这 个 矩阵 表示 等 价 . 

证 ”如 群 G 的 阶 是 8， 则 箱 阵 表示 是 D), DMA, 
D( 4s)， 在 下 面 的 证 明 中 ， 旭 杰 寻 找 能 使 DCA;) BRAE EREN 
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相似 变换 ， 为 此 , 令 
k=1 | 


= > [D(AOD*(A.) 1° = H. 


Ip, HELLERE, ТИАН АЕБ НУНИ. WU KB 
用 的 么 正和 矩阵 , 即 

d = UHU 
жя ЖЖ, 用 式 (1.4-8) 代 入 得 


£ 
d= >` UDC4tD)D+C44D)D 
k=1 


= Ñ’ [U“D(4 U ]LU~'D+(4,)U]. (1.4-9) 
k=] | 


5 нэ 
“(А-г Ф(АДН, (14-10) 
则 可 将 式 (1.4-9) 写 成 


Е 
d = ИНИ = 2, р(АОрРЧЛ (АД, (1.4-11) 
k=1 | | 


Ї 


„= У >, D'(A А) СА) 


jJ k=l 
ш > > р (4,) 1°, (1.4-12) 


十 式 中 应 用 了 р = р. 如 果 dmm 一 0。， 则 对 于 任何 i 必须 
0"(4,),) = 0, BI D'(A,) 的 一 列 都 为 零 , 行列 式 |D'(A,)| = 0. 
由 于 行列 式 的 值 不 因 么 正 变 换 而 改变 , 故 |1D(44)| = 0, 这 显然 与 
假设 不 符 , 因此 按照 式 (1.4-12) 对 角 和 矩阵 4 的 每 一 个 对 角 元 都 是 
大 于 零 的 实数 ， 由 d TRH d pdt, FERRERA dt 作 变 换 
和 矩阵 ,可 使 оС) АЛЕНЕ. (at)+ 一 42, (473) = 47%, 
令 | | 
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р"СА,) = агар (Apd? 
-алчрэр(4,)043, (1.4-13) 
由 式 (1.4-11) Kls 
27% > D'(Ap)D (адал 
К 
是 单位 定 阵 1, 故 由 式 (1.4-13) 可 得 
D (AVD"(AD = р"(А,)1р"(А,)* 
= [47%Ш7їр( A,)Uq3] 
[a-t у] рсаорчсадал! 
k 
- [dšD'*( A1)4d- 2] 
=—d 3 У 0 (Адр(АДрЧСАОрР" СА 4. 
k 


(1.4-14) 
由 于 0'(4,) 具有 和 群 的 性 质 , D'(A,.)D'(A,) = D'(A p), 4; 为 群 中 
的 另 一 元 素 ， 可 将 式 (1L4-147) 写 成 
р”(А,ур" (Ад) = 47% рСаррт CA; d? 
мн (14-15) 
因此 D”1(4j) = р" (А), BD (DEAE 3EBE, А БАТ 
我 们 证 明了 | | 
D”(A,) = (Ud?) D(A Ud} 
= S-'D(A1)s, (1.4-16) 
式 中 S = Ud. 
即 通过 相似 变换 式 (1.4-16) 可 使 D(A,) 变 成 么 正 矩阵 D”(44). 
也 就 是 说 ， 总 有 一 个 么 正 窍 阵 群 和 一 个 行列 式 不 等 于 零 的 所 阵 群 
等 价 。 由 于 可 做 为 群 表示 的 起 阵 ， 其 行列 式 都 不 等 于 零 。 收 在 今 
后 的 讨论 中 ,将 设 所 有 的 十 阵 群 都 是 么 正 讶 阵 群 . 


515 有关 不 可 约 表 示 的 几 个 定理 


定理 一 ”如 群 C 的 不 可 约 表示 是 DCA), DCA), D(A), 
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D(AÁA,), т НӘ М55-/23 DCA D HA., MUM VA LE ЗУ 
ши. | | | мэн | 
证 由 于 | 
MD(A,) = D(A1)M, 
“ЇМр(АОГ-- [Р(А„)М1* | 
р+(А„)М* == MTD 4,» (1.5-1) 
上 式 两 边 的 左 方 和 右 方 都 乘 以 DCA), 
р(Адрч(А,ум"р(А,) 一 DO4DM+D+C4AD)DC4D。(1.5-2) 
由 于 0(4,) БАЈЕ, | 
D(A,)DT(A,) = ] = DICA D(A): (1.5-3) 
可 将 (1.5-2) 式 写成 : 
M 1D(A,) = D(A,)M`, (1.5-4) 
即 M+ 也 与 DC44) 对 易 。 TE, M + M+ 3 (M 一 M+) 也 必 与 
р(4,) 对 易 。 由 于 M + M+ 和 i(M — M+) ËJ JD SSE, AE 
下 面 我 们 只 和 需 证 明 与 任何 不 可 约 么 正 矩 阵 对 易 的 厄 密 矩 阵 是 常数 
Яа, | | | 
WWM REO ЕКЕ, 则 可 通过 某 么 正 变换 使 M 变 成 对 角 矩 阵 4&， 


d = V“1M V, (1.5-5) 
令 D'(A,) = V“1D(A,.)V, | (1.5-6) 


Р(А,)М = MD(A,), 
V-D(A VV MV = УМУУ7'Р(АЛ„)У. 
由 式 (1.5-5) 和 (1.5-6) 得 | 
D'(A,)d = ар'(А,), k = 1,2,...,8, (1.5-7) 

下 面 我 们 将 先 证 明 4 是 常数 知 阵 ， 由 式 (1.5-7) 有 ， 

D'(A,)xid;i; = dmmD' К Ак), 

D'(Aimildii — dmm) = 0. 
”由 式 (1.5-8) 对 任何 mw 与 7 可 得 р'(А4,),„ = 0, 
或 dj; — dma 08 dj = dmm. 


如 果 di = d,, ДРА k, РСА) = 0, m = j; 则 DCA 
是 可 约 的 ， 与 假设 不 符合 。 因此 如 果 要 式 (1.5-8) БОГ», Б 
Р"(4,),) Æ 0 dij = d,,,. В 4Ж-Л ЭХ ®, ш, (1.5-5) 4 
M 也 必然 是 一 个 常数 矩阵 。 上 面 证 明了 D(A41) 只 能 同 常 数 短 阵 
对 易 。 反之 ， 如 有 一 非 条 数 征 阵 与 群 的 某 一 个 表示 的 所 有 十 阵 
рСА,) 对 易 , 则 该 表示 必 是 可 约 的 。 设 M 不 是 常数 和 矩阵， 而 具有 


形式 
м 一 人 ( у} 


Ж аза, I 15 ГЭ 88 r МАЯ ЛЕ, 则 很 容易 
验证 与 M 515589 D(Ai) 必 具 有 下 述 形 式 .: 


рса) = (26% ) k= 1,2,...,8, 


р,(4,) 
ВП D(A,) 是 可 约 的 . 

$PR (Schur) 引 理 ”如果 G 有 两 个 不 可 约 表 示 D(A), 
D'( А,), ин -D'(A,)#l Di( А, ,Di( A,), иь -РКСА,), 维 数 各 为 d; 相 
dis 则 存在 一 个 4,415 d, ЭЇ Д/Д EE М, 

MD:(A,) = D(A,)M (= 1,2,:-: 8), (1.5-9) 

G) 304, = di, NM ERTES. 

(1) 214, = dji, M Жл ВЕ 35, 也 可 能 是 一 个 行列 
ХК РАЈА, ХАИ, МАЗ ЖАЯН, m D'(A,) 与 
РА) 是 等 价 的 ， 

M 'Di(A,)M = D'(A,). (1.5-10) 

证 ВС ВНЕ ЈК РЗАЈЕВ, 1018 ой 
ИАР АТЕВ. KE 5 87,180 Ar) DICA) 
БАЕФ, Н d, < di | 

[D'(A,)]* = [D'(A,.)] = (469. 
[Di( A,)]* = Di(Ar ). 
由 式 (1.5-9) 有 
[MD'(ADT = D'(Ar)M' = МҮРА), 


МР'(Ах)М+ = ММЧККАК),  - (15-11) 
根据 式 (1.5-9)， нэн 
| MD:'(Ax') = рКА ОМ, 
代入 式 (1.5-11) 后 得 到 | 
р(АРУММ"Т- ММҮО(АХУ. (1.5-12) 
由 于 M 为 d; х d;i 矩阵 ,所 以 MM? 52) 一 dj 维 的 方 阵 ， 
АЛАВ MM* 与 不 可 约 表 示 Di( Ax!) 对 易 ， 根 据 
本 万 的 定理 一 , MM 必须 是 一 个 常数 和 矩阵， 
ММ* = C1. (1.5-13) 
下 面 将 分 两 种 情况 来 证 明 ， 
(i) d, = d; 一 4 
如 C 一 0， 则 由 式 〈1.4-12) 可 知 M 的 元 素 全 为 0. 否则 ， 
如 式 (1.5-13) 42 С = 0, [СІІ == С, BH IM] = 0, ӨМЧ 
w., НЇХ (15-11) 8 | 
MD:(Axr')M + = С104(419. 
如 取 C = 1, ММ? =1,M* = M’, TES 
мр(Ау)мМт- Di( Az’). 
这 就 证 明了 D'( Az!) 与 Di(47) 是 等 价 的 不 可 约 表示 ， 
(11) 14; = d, Н d, < di, Дам AIJ Н d; 增加 到 2;, 
构成 一 个 如 下 d; 维 的 方 阵 М: 
Ma Mo Мы, 00...0 


N | Ma М, +++. | (1.5-14) 


Ма, M a° Маа, 00-40 
显然 MMt+ = ММ, | 
， 由 于 |N| = 0, [АМ | = 0, |MM `1|=0. 表面 已 讲 过 ， 
在 此 情形 对 的 每 个 窍 阵 元 都 是 零 ， Е 
以 上 证 明了 和 舒 尔 引 理 ， 
系 tn D(A), D(A), | 054,) K DC4)，DI42)，， 
Di( A,) 是 群 G 的 两 个 等 价 的 么 正 表示 , 即 M D'(A,)M = 044,) 
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(K == 1,2,8), MEDIER RERE, M] = 0, 求证 可 以 找 
Ж —Л1- 2ЛЕЯ О, UD'( A,)U = 0144). 
证 ”由 假设 有 
MD:'(A,) = Di(A,)M (Х-41,2,--28) 
由 式 (1.5-12) 有 
Di(A,)MM* = MM °DI:i(A,), 
RE 
Di(ÁÀ,) = (MMŻYDI(A,)MM*. (1.5-15) 
EARI, HERE (MM? ) 所 做 的 相似 变换 ,可 使 DK44) 不 变 。 由 
于 (MM 7) 是 厄 密 和 矩阵 ,可 通过 么 正 变 换 使 M M+ 对 角 化 , 即 
ҮЛММ"Ү--а, | (1.5-16) 
由 于 (MM?*) 的 对 角 元 是 正 实数 ，4d 的 对 角 元 都 是 实数 . 由 
EA | 
MM* = VdV, _. (1.5-17) 
Di(A,)MM* = DI(A VaV, 
MM Di(A,) = VadV -Di(A,). 
由 于 以 上 二 去 的 左 方 相等 , 右 方 也 必定 相等 В 
Di(A,)Vd4V 1 = Ү4Г7104(4,). 
上 去 两 边 从 左 方 乘 以 V ' , 右 方 乘 以 了 得 
VDi(Ai) Vd = dV'DICA DV, (1.5-18) 
Др a 5 VODIC 对 易 。 取 式 (1.5-18) 4 251988 i $; & ЖЕ 
元 ， 


> [V 'Di(A,.)V |л48һ 
I 


ын > dimO ;ml V DICAV lJ, 


| Ур/СА,)8 lizde = dil ҮЛЭЭЖ А„)У Їл. 
НЯ > di; 一 dkk 时 
|Г УЛЭЖАОҮ 1, Æ 0, 
由 于 DICA) 是 不 可 约 的 ,dr = dir, Bd ERNER, а EK. 
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B- н VODIKA HB, 473 йн VDAV на, 
: аЗ РҚА У = VODICA DV d k, 5 
双方 从 堪 方 乘 以 VADRA VT, 


рау) = (4 DVV, (1.5-19) 
令 = рар, 可 将 上 式 写成 
Di(AOK= КОА), í (1.5-20) 
说 明天 与 D (A) 对 易 。 нэ нэ 
5 мэ 
y- КМ, 7350-15-21) 
“алт-км(кМму 
-КММҮК" Зо 
= Va VMMI(V (Ad 2) (1:3-22) 
由 于 V 是 么 正和 矩阵 , 且 d: 是 实数 对 角 和 矩阵 , 即 43:51, 28 
阵 ， 


‚ (гу = 25%, 
(VD VV, Vp 
PRAU. 5-16) а, (1.5-22) 写 式 
0175 = Vd idd iyt = VV е1, ` 
HU E 2 IEEE, 由 式 (1.5- -20) 及 假设 MDA): = DAM 


А ш 
KD(AOK™ = кмрцадмэк" _ 


= UD(ADU-:, 
2 Ор А, 07131 = Р.А), > (5-23) 
尼 就 是 要 求 的 么 正和 矩阵 ,通过 人 么 正 变换 (1.5-23) 可 使 DA) 变换 


成 Di( A,). u | | 
定理 二 如 ра, .. о” Di( 4), ~. .Di( А) ERG 

的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 的 表示 , 贞 | 
2 шинийн » == EA „д, ни а. 5- -28) 


式 中 >; 代表 对 所 有 的 群 元 求 和 。 2 是 群 阶 ,2 ,是 不 可 约 表 示 的 和 
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证 如 有 一 个 dj; 行 dd; 列 的 短 阵 羡 , 则 可 建立 短 阵 M ,M а 
示 为 
M = У 0КЕ)УХР(СЕ”Э, 


моҳа) = УТр(вуХр(ЕЭУрСАД 


= Ху0КАОрКАГЭрККХРСЕТЭР АД. 


(1.5-25) 
由 于 
D'(R)D'(4,) = D'(R™'4,) = DS), S = A¥'R, 
“ЖАР DR) = DICAR) = Di(S), 
可 将 式 (1.5-25) 改 写成 
MD:(A,) = 2, Di( A,)Di(S)XD:(S”') 


ын DICA M, 

式 中 用 D 代替 了 D. REIRIS, 由 于 D 与 Di 不 等 价 ,M 
的 矩阵 元 是 零 ， 

一 > > > ОК R)aX aD (R) = 0. 
选择 X， 使 Хь, 一 1, 其 他 和 矩阵 元 是 零 , 6,2 一» 则 得 到 

“| DI(R)eD (R), = 0. (1.5-26) 
hF Di HD RELER, A 
D'(R-1) = [D'(R)] 一 ок)", 

D'(R '')ya = D' СРК). 

дй, ята 5-26) 写 成 
Ур (Еу К) = 0, 
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11411114: Г 4; 关 7 ЧАЈА. ЖР г == у, ВГУ 
м = $, DÌ(R)XD(R™). 
利用 和 上 面相 同 的 证 明 ,可 得 
D'(R)M = MD:(R), 
由 本 节 的 定理 一 知 ,M 儿 须 是 常数 定 阵 ， M шг ээ Сд ә 
У! >; > DIR) Хар (R 1) 
= Сда, нэ (15-27): 
选择 X ,使 当 k = ХҮ = y’ HI, X; = 1, HAEREA 0, а, 
(15-27) 写成 
2, D'(R)eD' (К), = С.убуу, (15-28) 
显然 , C 的 值 与 逢 阵 的 进取 有 关 ,因此 写成 Cw 
令 u = ,将 式 (1.5-28) 的 双方 对 2 RA, 得 
2, > D'(R).,D'(R)71 = 2, D:(E),, = &8,, 


„Ууз = с и 


因此 
C yy 一 一 Sömn, (1.5-29) 


代入 式 (1.5-28) 后 得 到 


> рк) ов), = É 8,4 27 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 当 4 = 7 时 的 式 (1.5-24). 
此 式 说 明了 在 同一 个 不 可 约 表 示 中 行 与 行 或 列 与 列 之 间 和 矩阵 
元 的 正 交 关系 ， 
如 令 , 
D'( Ai)n = гь”), (1.5-30) 
则 式 (1.5-24) 可 写成 
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2) 9" 006070) = биш 1 (15-31) 


可 将 wo) 看 成 & 维 空间 的 矢量 о” (О) 83567 ГЭВ, БХ 
代表 矢量 oG) 与 矢量 v” (i) 的 正 交 关 系 。 这 两 个 矢量 各 有 8 
个 分 量 、 在 8 维 空间 中 相互 正 交 的 矢量 数 不 能 超过 # 个 ， 这 些 矢 
晤 是 以 表示 矩阵 元 的 指标 作为 标记 的 ,由 于 不 可 约 表示 D' 是 4, 维 
的 ,共有 不 个 矩阵 元 , 因此 如 某 个 群 有 m 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 ， 


则 可 以 有 S й 个 互相 正 交 的 矢量 ， 


Жуйе, | (15-32) 
=] 


后 面 将 证 明 ,对 于 上 式 只 有 等 号 是 成 立 的 ， 
例 ” 仍 以 表 (1.1-1) 的 六 阶 群 为 例 , 如 该 群 的 两 个 不 可 约 表示 
D' 和 D?* 可 写成 
D'(E) = I, 
Р 4,) = D'(4:) = D'(A,) = 1, 
D:(A,) = D'( A.) = 1; 


D(E)=( 1) 


Тан 


1-4 V3 
)- 2 2 
D’( A,) = 2 : 
| Їл га 
2 
мз 
D(A ) = 2 2 
| ЕЕ цн 
2 


ә 24 «4 


эн 


i М 
2 2. 
П?(.1,) == -一 5 
一 V 3 21 
2 2 
1 — 3 
2 2. 
D(A,) = — 
V3 1 
2 2 


不 难 证 明 ,以 上 不 可 约 表示 的 矩阵 元 满足 式 (1.5-24)。 


516 不 可 约 表 示 的 特征 标 


1.6.1 特征 标的 定义 | 
ЖИ XCR) 标志 群 G 元 素 R 的 某 个 不 可 约 表示 Di(R) 的 特征 

АС ВЭ), 
Xi(R) = Ív DICR Yans (1.6-1) 


H=] 


XICA), XCA), “5 XCA) 分 别 为 群 G 的 元 素 AG = 1,2,-.-g) 
在 不 可 约 表示 Di 中 的 特征 标 . 


162 特征 标的 性 质 


(1) Р 辣 美元 素 在 同一 个 不 可 约 表 示 中 具有 相同 的 特征 标 . 
如 R 与 5 是 同类 的 元 素 , 则 根据 类 的 定义 
TRT = $, 
Кє G,S€ G,T € G. 
如 Di 是 群 G 的 第 i 个 不 可 约 表示 , 则 
Di(T)Di(R)DI(T-1) = Di(T)DI(R)[Di(T)]" = Di(S). 
上 式 代表 一 个 么 正 变 换 。 由 于 在 么 正 变换 后 , 滤 阵 的 特征 标 不 变 ， 
所 以 $ 和 R 有 相同 的 特征 标 ， 
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ХОК) = X5). 

因此 ,在 讨论 中 ， 只 要 讨论 类 的 特征 标 XCC), II AS P E 258 ЖТ 
TARIHE., 

(2) 不 可 约 表示 特征 标的 正 交 性 质 ， 

由 式 (1.5-24) 得 

2, Di*( Кур” (R) "ы = T? биш. 
将 从 1 到 dj 求 和 ,将 p' 也 由 1 到 4; 求 和 ,得 
2, 2, 2. Di*( R )]| Di СК), = > xi*( кух! (R) 


Р а .Ё 
= Р) бр У? У bpn Р 
j n=l а’ =] 
dj dj’ 
而 > > Ô аи — dis 
M= l ael 
因此 得 到 
>  xi*(R)x:i (К) = ёбу, (1.6.2) 
R 


由 于 同类 的 元 素 在 同一 个 表示 中 有 相同 的 特征 标 ， 如 采 某 个 
群 有 只 类 ,用 С, 表示 (i = 1,2, - ` 5). 每 类 有 5; 个 元 素 » Д!) 


k 
> 8; = Ë. (1.6-3) 
可 将 特征 标的 正 交 关系 式 (1.6-2) 表示 为 
ЭХ” (С,)Х/7(С,)8, = g6,7, (1.6-4) 


1-1 


k g. Ш g. u 
> Е] АЕ) = бу, (1.6-4) 


£ = | 


可 把 式 (1.6-4) 看 作 是 在 及 维 空间 中 矢量 互相 正 交 的 关系 ， 


—ra 


Xi(C;) J 
g 


» 26 。 


Pa ter f ma 


и! 一 n ipXi( C») (1.6-5) 


P=1 
式 中 的 t, 表示 第 ?个 单位 矢量 ， 
A . Ён = бор, 
由 于 在 名 维 空间 中 互相 正 交 的 矢量 数 是 小 于 或 等 于 *， 矢 量 的 数 
目 即 不 可 约 表示 的 数目 +, 因此 我 们 得 到 
r <À. (1.6-6) 
后 面 我 们 将 证 明 + = k, 即 不 可 约 表 示 的 数目 就 等 于 类 的 数目 ， 


16.3 ”类 的 和 以 及 有 关 的 性 质 
(1) 类 的 和 的 定义 ”如 果 群 G 中 的 第 i 类 包括 元 于 A, 
A,,A,,*** A,.， 令 
СУУ A = с, (1.6-7) 


i=] 


ДС, 称 类 的 和 。C; 具有 下 列 性 质 : 
D 类 的 和 与 群 的 每 个 元 素 是 对 易 的 ， 
| АС; = СА. ` x (1.6-8) 
根据 类 的 定义 ， 对 任何 Ас, АГС,А, = С, 可 将 上 式 的 左 方 
写成 | 
A (A, + А+ -++4„,) 
= АД AT'A, Ai + АПАА + АТА, АП. 
这 便 得 到 式 (1.6-8) 的 右 方 即 CA 从 而 证 明了 式 (1.6-8). 

(11) 类 的 和 C, 的 表示 DC) 为 常数 矩阵 n1. 由 于 C, 与 任 
何 元 素 对 易 , 与 它们 相对 应 的 表示 也 应 该 是 对 易 的 , 根据 $ 1.5 的 
定理 一 , C; 的 群 表 示 必 须 是 常数 忠 阵 ， 

D”(C,) = wl. | (1.6-9) 

(2) 特征 标的 来 积 关 系 由 于 对 群 中 的 任何 元 4: TA 
АХУ: | 

ЯГС,С,4,-(ЯРС,4,ХАЯГС,4,) = С,С», 
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n] 28890838 а АЯТЕН БЎ, 
С.С; = >С, 
其 中 2 为 相应 的 组 合 系数 ， 因 此 
D”(C,;)D”(C;) = У, 22(С,). (1.6-10) 
利用 式 (1.6-9) 可 得 
| | ninl = 2 b; nl, 
或 
NN; T Dobije (1.6-11) 
这 里 9257 97972271 分 别 代表 类 的 和 CCi 以 及 C, 的 表示 . 
由 于 类 的 和 С, 的 特征 标 
X"(C,) = g,X”(c;), 
右 方 (с) ER i 类 中 某 个 元 素 的 特征 标 。 由 (1.6-9) 式 有 
8,Х”(с,) = nX (EF), 
= Š се . (1.6-12) 
将 上 式 代 人 式 (1.6-11) 得 
вс) (с) = (Е) 2. bj Сс). (16-13) 
由 上 式 可 知 , 只 要 知道 群 的 乘积 表 及 其 分 类 ,就 可 计算 该 群 的 
不 可 约 表示 > 的 特征 标 .但 是 ,为 了 计算 方便 起 见 , 除 去 用 式 〈1.6- 
13) 外 ,还 要 用 到 下 节 将 证 明 的 关系 式 ， 


1.6.4 ”可 约 表 示 的 简约 


设 可 约 表 示 是 О(Е), 如 果 该 群 有 个 不 可 约 表 示 
РК К); == 1,2, Ч, 


则 根据 简约 的 定义 

D(R) = > a,D:(R), (1.6-14) 
相应 的 特征 标 为 

Х(К) = Хад (Е). (1.6-15) 
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КОЛЖ ХЭВ) 然后 对 及 求 和 ,并 利用 武 (1.6-2) ,得 
> xir*(R)XCR) = >) У) ax RXR) 


шин >` а;80;;, (1.6-16) 
a; = + У) xi*(R)X(R), (1.6-17) 
£ R | 


sj 称 为 DCR) 简 约 成 群 G 的 不 可 约 表示 的 简约 系数 ， 从 式 (1.6-17》. 
可 以 看 出 ,只 要 知道 某 个 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 , 便 可 将 可 约 表 
示 简 约 , 简 约 系数 а, 由 式 (1.6-17) 决 定 . 


$1.7 规则 表示 


111 定义 


如 将 群 元 的 乘积 表 重 新 排列 ， 使 滋 积 表 的 上 方 按 元 案 E, A, 
4 … А, 顺序 从 左 同 右 排列 ， 而 左 侧 则 相应 地 按 以 上 各 元 素 的 
逆 元 素 , 即 E 一 也 41 ,A2z!',A43!,""*Az-i 有 顺序 排列 ,利用 这 种 排 
列 方 式 可 得 出 乘积 表 ， 对 任 一 元 素 4 而 言 ,如 在 表 中 其 出 现 的 位 
置 上 ,以 1 代替 ,其 他 位 置 用 0 代替 , 则 此 表 即 可 构成 该 元 素 4 的 
表示 ,这 种 表示 称 为 规则 表示 ,以 D™ 代表 , 即 


| 1 APA; = РВ 
DECR) др, == | 0 其 他 ° 


(1.7-1) 


表 1.7-1 


0) 以 表 1.1-1 的 六 阶 群 为 例 , 按 本 节 介 绍 的 新 方式 所 排列 


的 乘积 表 为 表 17-1, 


极 据 定义 有 关 的 规则 表示 可 写成 
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0 0 0 0 1 0 
0 0 1 0 о 0 
0 0 0 1 0 O 
DEADS] 1 o o о о!" 
о о 0 о о | 
1 0 0 0 0 O 
0 0 0 0 0 1 
0 90 0 1 0 O 
рч) = | ° г оо 0 of 
0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 
在 DCE) 中 未 标 出 的 矩阵 元 全 为 0 
我 们 还 必须 证 明 这 样 构成 的 矩 隆 可 以 做 为 群 的 表示 ， 即 求证 
Drsg(d4i)Drg(4i) = D(A, Ai) (1.7-2 


证 рек) 的 矩阵 元 已 由 式 (1.7-1) 给 出 ， 因 此 两 个 群 元 的 
托 阵 乘积 的 矩阵 元 可 写成 | 
[D(A DCA) y 


= De Daa? SA) м 
在 上 式 中 只 有 当 | 
АПА, = Ам Л, = А; 
Юе Л Е, MAST 1, 因 此 在 乘积 中 ,只 有 妆 
AT'A,AY'A, = АГА, = 4,4) 

WJ, aE 623 T 1 ,否则 为 零 ,， 即 

[De (4 )Dreg( A;)] 
从 而 证 明了 


414, = "е (4,4) ад, 


рса) = Өч(ААр, 
рч 和 群 G 的 各 元 素 有 一 一 对 应 的 乘积 关系 ， 因 此 可 做 为 群 G 的 
表示 ， 
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1.7.2 规则 表示 的 特性 
(1》 规 则 表示 的 特征 标 ， 根 据 定义 


0 R =E, 
X Сю), Е. (1.7-3) 
(2) 规则 表示 的 简约 系数 等 于 不 可 约 表 示 的 维 数 ， 
证 设 реЕСК) = Уак), | 
XLE (R) = Уа, (Р), (1.7-4) 


根据 式 (1.6-17) 可 得 
а, 一 2 >, х"(К)х(К) 


= 1 Xi(E)g = (Е) = 4, (1.7-5) 
5 


上 式 最 后 一 步 是 因为 不 变 元 素 E 的 特征 标 就 等 于 所 属 不 可 约 表示 
НЧ Ж. 

(3) 利用 规则 表示 ,可 以 证 明 有 关 不 可 约 表示 的 一 些 性 质 . F 
面 证 明 各 不 可 约 表 示 维 数 的 平方 和 等 于 群 阶 8. 

证 yr (E) = 2, а,Х(Е)-- 2, ad; , 


由 于 xs(E) = g, 由 式 (1.7-5) 得 
g= > [x(E)P = 2,4. = (4.7-6) 


这 就 证 明了 式 (1.5-32) 中 等 号 成 立 , 又 ,由 R = ЕВ] XCR) = 0 
可 得 关于 不 可 约 表示 特征 标的 另 一 性 质 ， 
> a (R) = >  X'(E)x'(R) = 0. (1.7-7) 
(4) 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 数目 等 于 类 的 数目 . 
证 ”如 有 果 群 中 的 两 个 元 素 互 为 共 力 , 则 其 逆 元 素 也 互 为 共 斩 . 
因此 ,如果 在 群 G 中 有 类 的 和 C;， 也 必 有 类 的 和 C,, 其 元 素 是 CC， 
中 元 素 的 道 元 素 ，C; 和 C; 所 包含 的 元 系数 目 相 等 。 某 元 素 与 其 
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逆 元 素 的 乘积 是 不 变 元 素 E， 因 此 在 乘积 CiC; 中 必 包 含 类 的 和 
一 E. НҒ 


С,С, шин > БС ko 
> ? 
显然 5;;; 具有 下 述 性 质 : 


bin = | М >? Е (1.7-8) 
&є 1—1, 


8; 是 C, 类 中 元 素 的 个 数 。 由 式 (1.6-13) 有 

ёё; > (с) (60-21 Ў БЕСЕ) (сь). (1.7-9) 
v=1 k v 
由 式 (1.7-6) 及 (1.7-7) 可 得 
ЭЭРЭХ ЭГ ЧСЭХЭЭЭ bg ABO, (17-10) 
v=1 K 
J, k = 1,PJJ C, = E, 
ЭН" | k W ©, 


710, ЖУ. 
将 式 (1.7-8) 代 人 式 (1.7-10)， 


єє CD 一 人 


88, 1 一 了 ， 

> Х”(с,)Х" (су) 一 一 ү. ді. | (17-11) 
РВЕ ЗЕТЕ АЛЫЕ, 

Х"(со ) ын X"(c 72) ын Х”Ж(с,), 
所 以 可 将 式 (1.7-11) 写成 


У\ E*N) = P бу. (17-12) 


如 定义 矢量 ac = Ус) (8, 是 单位 矢量 。 УС) 


是 矢量 ас 的 第 > 个 分 量 。 即 对 群 的 每 一 类 可 定义 一 矢量 ,每 个 
矢量 的 分 量 是 不 可 约 表 示 的 特征 标 ， 分 量 的 数目 即 不 可 约 表示 的 
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数目 ">, 则 式 (17-12) 代 表 矢 量 间 的 正 交 关 系 。 由 于 在 + 维 空间 中 
正 交 的 矢量 数 
£ < т, (1.7-13) 
与 式 (1.6-6) 相 比 , 便 得 到 
Ё = r, (17-14) 
即 类 的 数目 等 于 不 可 约 表 示 的 数目 . 
下 面 我 们 利用 前 面 两 刷 所 得 的 结果 计算 表 1.1-1 所 示 的 六 阶 
ТЕНЕ ШЕЙК. 
这 个 群 有 三 类 ， 类 的 和 分 别 是 C, = E, g = 1; C, = At 
4+ A,,g, = 35C, = А, + А,,&, = 2, | 
С.С; = 2С:, ba = 2, ba = bag == 0; 
С.,Су-30,4-3С,, ba = 3, bm = 3, bm = 0; 
C,C,= 2С, + C,, b= 2, bs = 1, бу = 0. 
由 式 (1.6-13) 得 
8,2,Х(С:)Х(С,) = ХСЕ)28:Х(С:), (17-15) 
83X? (Cı) = 3X( E)[X(E) + 8ХСС,)1. (1.7-16) 
由 式 (1.7-15) 有 
X(C,)[X(C,) — X(E)] = 0, 
从 而 得到 (1) X(C,) = 0; Gi) ХССу) = X(E). 
НЖ (1.7-16) 有 
3Х2(С,) = (Е) + 2X(E)X(C,). (17-17) 
G) 将 X(C;) = 0 代入 ,得 
Х(Е) ын -2Х(С,). 
由 式 (1.6-4) 有 
2 12(C;)|*g, = g, 


从 而 得 

| 6X( C3) = 6, X(C,) = +1, 
由 于 Х(Е) ын — 2Х(С,) 只 能 取 正 值 ， 于 是 得 到 当 X(C) = 0 时 ， 
X(E) = 2,X(C;) = —1. x 
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(ü) 28 ХСС,) = ХЕ) 代 人 式 (17-17) 得 到 
(С) = ХЕ), 
ХОС) = +Х(Е), 
利用 2:1ХСС,)128, = g, 189] Х(Е) = 1, X(C) = +1, X(C,)= 
1， 因 此 这 个 群 的 三 个 不 可 约 表 示 的 特征 标 可 列 成 下 表 。 
Ж 1.7-2 | 
Е С, C, 
Г, | 1 1 | 1 
Г, 1 | 一 1 | нээ 
r, 2 | 0 -1 


RE Г,, Г, T; 代表 三 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 、. 
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如 朱 满 足下 述 条 件 , 则 称 群 C 为 其 子 群 H, H,,- Н, 的 直接 
ЭЕ БА: 
(1) 不 同 子 群 的 元 素 互相 对 易 。 例如 H, 的 元 素 是 Au, As, 
-" A, H, 8 Ал, ТЭЭ, Аһ, ә 
= 1,2, 430») 
k= 1,2, д, 
(2) G 的 元 素 由 下 式 唯一 地 确定 : 
Аз" . шш 4,443 ° (1.8-2) 
4,ЄН,,4,6ЄН,,А,ЄН.,,---. мин 
АВН G = H,@H, @ H,- 代表 群 G 是 H, H,, H, 的 直接 
ЗЕБ. ВЕЖА ЗЕТЕ HJ 28 E EHS РЕЛ: 
(1) Н,, H,, -e -H, ËJ 233638 ЯВ Е, ТЕ 1 ЕД СУ 
元 素 不 能 由 式 (1.8-2) 唯 一 地 确定 . 
Gi) АНЕ АЈ ТЕН, ЕС 的 不 变 子 群 . 


АА = Andi; | (18-1) 
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设 A map € Hms 

А АСА) 

= (AsAy* AmAa Aml Ardn Аай)" 

= (Audi AmAn Am E 54245 ААТ), 
上 式 中 只 有 第 一 个 指标 是 mw 的 群 元 和 4wp 不 对 易 ， 因 此 通过 对 
2)» Н 2518 214829 ИИ Ay Ar... 442454 的 乘积 为 不 变 元 索 ， 
可 得 

Aiig Amp А ӘС! = A, ,A,. (Яш) E Hms, (1.8-3) 


从 而 证 明了 Hn 是 G 的 不 变 子 群 . 
(3) 囊 接 乘积 中 元 素 的 乘积 ,如 


G = H&H, 
H 
Az € Hi, AmE H: 
4,6 H,, АРЕ H, 
1,р == 1, 2," fis 
k т 一 1，2， h. 
设 


A,A, = AmE G, 
АрА = As. Є G, 
BN Ain 及 Ао 均 为 群 G ВУС, i  ВУЖ 34 n] Ж 20 
А, Ард ын (4114) А42) 


ын (Audio) AmA) 
= А,,А,,, 
其 中 
A, = Audis, Am = А„ Аз, 
因此 
AmA, = А, (1.8-4) 
Ш 
A,, = Ar Ain (1.8-5) 
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1.8.2 ”矩阵 的 直接 乘积 


ЖХ ШАЮ ое, 直接 乘积 为 7 
r =al, WERTZ ARRE 


Үй, 一 Ob il, (1.8-6) 
为 简单 起 见 , 设 | 
в = 10 нэ 1155-4717 (1.8-7) 
ас, 4262 
b d, w 
= i = b d . 1.8-8 
8 w bad, Вы âl ( ) 


根据 定义 7 = оор, Жз: 
Y ii = байн = a;c bidi ын а,дусу8,, 

a,b,c d, ajb,cd, абс, 40:61, 

y a,b;c d, ajbjcd, ajbocd abcd | (1.8-9) 

:д:сү4, azbicid; асі, ос, 

a,b,c d, abcid; аРсӣ, а120:с14, 
注意 这 里 关系 式 ajcwbjdi = асай, 的 意义 , 仅 在 于 规定 直接 乘积 
矩阵 元 的 排列 方法 ,并 非 每 一 矩阵 元 均 为 四 个 因子 相 乘 ， 将 o 及 
Вы 写成 8,6) K 5,4, 也 是 为 了 这 一 НУ. 
实际 上 (1.8-9) 就 是 

Дм 
8 œf 


183 ”矩阵 的 直接 乘积 可 做 为 群 直接 乘积 的 表示 


因为 ,如 
| У = абв, | | (1.8-10) 
.. 7 = 4608, 1 44(18-11) 
由 定义 可 证 ? 
(«698)(8698) = аав. (1.8-12) 
Wl 6 ET Н, URR, 8 ЇЕЭР Н, 的 表示 , 群 G= H,@ 
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pt : 


Н, ЖЖ Aim 和 Ар, 的 乘积 是 Ал САБК (1.8-5)), 由 式 (1.8- 12) 
得 
| «(4 :)698С 4.2)116(4:)698С4:)1 

= a( Ai jal А, )608(4:)8(4:,) 

= a( A,,)@8( A,,). (1.8-13) 
БКС 1.8-4) Н| И, saf HAERE Y {ЕЗ EF G BJ Жл EREN 

Ү(А,„), ы = УСА Аһ) = a( Au) a BC A;.Ji (1.8-14) 

矩阵 的 乘积 为 

yY(4,,)Y( As.) = Y(A;,,). (1.8-15) 
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因为 Y( Au A.) 的 特征 标 为 
X( A; Ay.) = >, >, Y (AiA 2m)iii 


= 2, 2, al Ay); ВСА): 


= X Au) © АА). (1.8-16) 
519 几 种 常见 的 群 


上 面 我 们 介绍 了 群 的 许多 抽象 性 质 ， 而 具有 这 些 抽 象 性 质 的 
群 有 许多 种 ,在 物理 问题 中 会 遇 到 共有 特殊 形 却 的 群 ,本 攻 将 举 几 
个 第 见 的 例子 ， 


19.1 ЕДТ 


如 果 一 个 群 中 的 任意 两 个 元 素 都 具有 对 吻 的 性 质 ，4;4;== 
4i4i 则 这 个 群 称 为 阿 贝 尔 群 . 
如 民 , 是 晶体 中 任何 格 矢 

№, = na, + 7a, + na, (1.9-1) 

AP a, a,, а, 是 原 胞 的 基 和 天 ， noms nm 是 任何 整数 。 根 据 固 体 物 
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理 的 知识 ,我们 知道 平移 R, 和 平移 №, РЕЗЕ ЭСЭН, ВП 
r + R, + Ё, = r + R,, + R,. 
如 令 Т, T, 分 别 代表 平移 Rn 及 平移 R, 的 操作 ,显然 2 
Lala = Т„Т». (1.9-2) 
不 难 证 明 , 所 有 这 些 平移 操作 ,满足 $1.1 所 介绍 的 群 的 性 质 ， 
常 把 这 种 群 称 为 平移 群 ， 显然 ,由 式 〈1.9-2) 知 ,平移 群 是 阿 贝尔 ， 
群 . 
又 ,如 绕 一 个 固定 轴 转 动 任何 角度 的 一 些 操作 也 组 成 群 ,这 个 
群 称 为 轴 转 动 群 ， 例 如 ， 可 令 转动 “ 角 的 操作 为 Ras 转动 a' 角 的 
操作 是 Ras 
RaRa = В, = Кы = ВР, 
因此 , 轴 转 动 群 也 是 阿 贝尔 群 . | 
很 容易 证 明 ,任何 二 阶 群 都 是 阿 贝尔 群 . 


1.9.2 ”循环 群 | 
BETRE, A,A, .42-: 的 群 称 为 循环 群 , 群 阶 为 P。 显 
А? = E. 
定理 ”任何 有 素数 阶 的 群 都 是 循环 群 
证 取 群 G 中 的 任何 元 素 4, 可 以 产生 一 个 群 阶 为 上 的 子 群 ， 
其 元 素 为 


А = Е, 4 人 4 


表 1.9-1 


B| DL 88 4 的 阶 , 且 此 子 群 为 一 循环 群 。 由 于 这 是 G 的 子 群 , 4 应 
是 & 的 因子, 即 任何 元 素 的 阶 必 是 群 阶 的 因子 ,显然 ,如 不 是 案 
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数 , 还 可 以 找到 阶 数 更 小 的 子 群 ,直到 群 阶 为 涌 数 。 这 种 群 必 是 循 
坏 群 , 因 为 用 上 法 构成 的 循环 子 群 必 为 其 自身 ， 以 一 个 元 素 为 E， 
4, 和 4; 的 三 阶 群 为 例 , 表 1.9-1 为 其 莱 积 表 , 由 上 表 可 有 明显 地 看 
出 ,这 个 三 阶 的 群 是 循环 群 , 群 阶 3 是 素数 ， 

同 理 , 二 阶 群 既是 阿 贝 汞 群 久 是 循环 群 . 


1.9.3 ”排列 群 


n 个 个 体 的 排列 组 成 п 度 排列 群 。 常 以 P, (或 5,) 表 示 。 下 
面 先 求 这 个 п 度 排 列 群 的 群 阶 。 可 把 这 个 排列 写成 
( 1 2:-:--. ) 
Р, Р, + +Р, 
Р,, Pas ЭР, 代表 不 同 的 位 置 ， 可 用 1, 2,…….” 等 任何 数字 来 代 
替 , 但 一 旦 位 置 ! 中 的 数字 确定 后 ,P 位 上 只 能 有 一 1 种 置 放 方 
法 ,因此 P, 的 元 素 的 个 数 是 ni. 


1 2 3 
例如 ,3 个 个 体 的 排列 群 P, 的 群 阶 为 31 („ 


个 元 素 : (123),(132),(213),(231),(312), (321). RRRA 
列 成 表 1.9-2 


25 1.9-2 

(123) (231) (312) (132) (321) (213) 
(123) (123) (231) (312) (132) (321) (213) 
(231) (231) (312) (123) (321) (213) (132) 
(312) (312) (123) (231) (213) (132) (321) 
(132) (132) (213) (321) (123) (312) (231) 
(321) (321) (132) (213) (231) (123) (312) 
(213) (213) (321) | (132) | (312) (231) (123) 

194 ”对 称 性 群 


一 些 使 某 种 图 案 、 分 子 或 晶体 不 变 的 操作 称 为 对 称 操作 ,由 于 
两 个 对 称 操作 连续 作用 后 , 仍 使 晶体 不 变 , 因此 如 将 某 种 图 案 、 分 
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于 或 晶体 所 有 的 对 称 操 作 一 一 列举 出 来 ， 这 些 对 称 操作 组 成 的 群 
便 称 为 对 称 性 群 ， 图 (1.9-1) 代 表 一 个 在 yz 平面 上 的 三 角形 ， 使 
这 个 三 角形 不 变 的 对 称 操 作 有 下 面 几 个 : 

(1) 不 变 操 作 五; 

(2) 对 xs 平面 的 镜面 反映 A; 

(3) 对 通过 ¿e 而 垂直 于 纸 面 的 镜面 反映 В; 

(4) 对 通过 cf 而 垂直 于 纸 面 的 镜面 反 喘 С; 


(6) 绕 * 轴 转 “Z еру 2 8 


作 F. 和 表 1.1-1 所 示 的 六 阶 群 的 
PREHR WMG E,4,B,C,D, F 
А Е, 4,, A, A3, A, A; 等 一 一 对 
应 。 则 上 述 六 个 操作 所 组 成 的 对 称 
性 群 就 和 表 1.1-1 所 示 的 六 阶 群 有 
相同 的 乘积 表 ， | йн 


$ 1.10 晶体 中 对 称 操作 的 数学 描述 


1101 主动 型 描述 和 被 动 型 描述 
(一 ) 主动 型 描述 
” 设 参 光 坐标 不 动 。 如 晶体 中 基点 РАКЕ r, АКНЕ 
后 :该 点 的 位 置 变 成 己 , 位 天 x。 由 于 坐标 系 不 变 , 所 以 
r = іх + Jy + kz, ‚ (1.10-1) 
r = іх + Ју + kz, (1.10-2) 
x ,yz 与 *,》,z 之 间 分 别 有 线 性 关系 
х == анх + ашу + ане, 
У == алх + аһу + azz, (1.10-3) 


; 
G 一 at + 8327 + 4335, 


И Ыл е ьа БЫ ЖЕ 


БЕ Е, PERY 
й | Ë di? “| х \ | 
y = ax а аз} У J (1.10-4) 
r = Ат, (1.10-5) 
这 里 ” 与 7 都 是 一 列 矩 阵 ,而 4 为 方 阵 ， 
由 于 7 的 长 度 不 因 对 称 操 作 而 变换 , 即 


Чу + Z = ⁄2 + 9-2, 
rr = (Ar)XX(Ar) = +ÁAAr = $r. 


或 


ч], 
ДА = 1, (1.10-6) 
А = 47, (1.10-7) 
FU 4 Et F УБ, 
ДА = АА-1, 
> анар = > араң 一 бу» (1.10-8) 
! 7 
或 


2, йа, == > a;;ay; = б, (1.10-9) 
И к=з ЖИЕ 4 的 元 素 所 满足 的 正 交 关系 。 由 于 


АА == 1, 
А2 = 1, (11.10-10) 
|A| = +1, 


上 式 代 表 作 为 对 称 操作 的 矩阵 4 ,其 行列 式 可 能 共有 的 数值 . 


(=) 被 动 型 描 太 
设 P 点 不 动 ,在 对 称 操作 下 令 坐 标 轴 转动 ,也 可 以 描述 同样 的 


结果 .如 操作 前 后 沿 各 坐标 轴 的 单位 矢量 分 别 是 iJ RIS a k, 
г == іх + jy + kz =ťx + Jy + Ег, 
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RE ry, 满足 式 (1.10-4)。 上 式 可 表 为 


x x 
(23 R) ї | 一 2 y | (1.10-11) 
| z х 


bs bu pe 
“o= a| Ön „|+ ба». (1.19- 12) 
ba Ёз bs 
将 上 式 代 人 式 (1.10-11), 并 应 用 式 (1.10-4), 则 


oa 小 em “аман 


ШЖ 


由 于 上 式 对 任意 点 都 应 成 并 , 则 
ВА = 1, (11.10-14 
В = АЛ, | ) 


即 如 果 两 种 描述 是 等 价 的 , B 和 4 互 为 着 矩阵 。 


1.10.2 ЖЕ А 的 并 关 衷 示 

为 了 描述 晶体 中 可 能 有 的 对 称 操作 以 及 表示 各 操作 之 间 的 关 
系 , 必 须知 道 矩 阵 4 的 形式 . 为 此 将 4 表示 为 并 天 ， 可 在 运算 方 
面 有 其 方便 之 处 ， 


图 1.10-1 
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(1) ЕВЕ p 角 的 和 矩阵 4 可 用 并 天 ARRA 
А = uu + (I — ua) соѕф + (I x u)sinp, (1.10-15) 
式 中 
I = ii + уу + ЁЁ, (1.10-16) 
而 u 是 沿 某 转 动 轴 的 单位 矢量 ， | 
当 绕 某 个 轴 转 动 时 ， 唱 体 中 任意 矢量 ОР 沿 转动 轴 的 分 量 不 
变 , 用 矢量 ОО 表示 该 分 量 ， 
| ОО = (r Wu = ulr.: а). (1.10-17) 
如 图 1.10-1 所 示 ， 


O'P = r sin, (1.10-18) 
这 里 9 是 ОР 与 00 јн. 由 图 可 见 ， 
ОР = r — uu : r). (1.10-19) 


令 沿 0P 的 单位 矢量 为 а,, IJ 


«= OP т иби: т) (1.10-20) 
O'P r sin 


设 OP 经 转动 后 成 为 OF。 在 O'PP SRL EfE P'A 5 ОРЖ T 
然 АР 与 ООРУТА: АР 的 单位 矢量 为 m, M 


— ихт ихт (110-21) 
lu x r! r sin б 
Ш, ОР = O'P' ,可 得 
ОР = ОО + O'A + АР 
alu.: т) ћа |О'А| + и,| AP'| 


| 


== п(а А г) + [т — и(и.т)] r sin Ө соѕф 
r sin Ө 
G x r 


—— r sin Ө sin p 
r sin 


= alu- r) + [r — uu +: т)]созф 
+ (u X r)sing, 
上 式 用 并 矢 瑟 出 为 


e 44 。 


ОР = р = {uu + (I — uu)cosp + Í X аяар! °: r 
= À . r. (1.10-22) 


一 般 情 况 下 ‚ШП А 写成 
А 一 一 (ай + ай J + аш + ax Jš 
+ ax JJ 十 а» JR + aski + ај + а), 


则 相应 的 矩阵 4 为 
A = Ë а üz 


аз аз аз; 


А н (1.10-15) 2Ш, ЮЖ, 该 式 只 给 出 行列 式 141 = 1 的 操 
作 ; 对 行列 式 为 (一 1 的 对 称 操 作 , 其 并 矢 可 表示 为 
А = —uu + (1 — uu)cosp + Í X using. 
这 种 转动 称 为 非 正 当 转 动 . 
下 面 我 们 举例 说 明 式 (1.10-15) 的 应 用 . 


例 一 бхр ЯНЕ | 
а = i, I — uu = jj + ЁЁ, I x a = —Jk + kj, 


А = й + jjcosp — jRsing + kjsing + RR cosog, 


1 0 0 
=| 0 сор 一 sn |, 


(1.10-23) 


因此 


0 sing cosp 


例 二 RUNIK 120° mep 


739 787 ҮЕЭ 
Іхи= -L (ik—ij+ ji— jk— Ы Бу). 
уз 


将 соѕ = - =, sin = уз БОЛЖ (1.10- 15) | 后 得 到 I 


А = uu -+ (1 — шин (1х u) sin g = ik + ji + kj, 
. 45 › 


$ 1.11 晶体 中 的 基本 对 称 操 作 


由 面体 物理 的 知识 我 们 知道 ， 晶 体 中 可 能 有 下 面 几 种 对 称 操 
ЇЕ, 

E 不 变 操 作 . 

C, 正当 转动 (141 = 1). 由 于 晶体 周期 性 的 限制 ,转角 只 能 
E;n 一 1,2,3,4,6. 显然 С, = E,n= 2, 3,4,6 的 转轴 分 别 


称 为 二 度 , 三 度 、 四 度 ,六 度 转轴 . 
ЈУ. 
0 镜 象 反映 . 
5, 非 正当 转动 55, 这 是 转动 C。 和 垂直 于 转动 轴 平 面 镜 象 


БАЈАН ORE; л = 1,2,3,4, 6; S, = c, 一 工 

сь 对 水 平面 的 反映 。 水 平面 垂直 于 对 称 度 最 高 的 转轴 ， 

o， 对 垂直 平面 的 反映 .平面 通过 对 称 轴 。 

0， 对 于 一 个 平分 和 角 平 面 的 反映 。 这 个 平面 包含 对 称 轴 并 平 
分 两 个 垂直 于 对 称 轴 的 二 度 轴 的 夹 角 ,显然 cs 是 一 种 特殊 的 бу. 

不 难 证 明 , 以 垂直 于 某 个 轴 的 面 做 为 镜面 的 有 反映 操作 ,其 站 阵 
4 的 并 天 表示 为 | 

А =[—2ии, (1.11-1) 

и 为 沿 该 轴 的 单位 矢量 。 下 面 我 们 将 介绍 一 些 对 称 操作 之 间 的 关 
Ж: 

(1) 一 个 转动 角 的 操作 和 一 个 对 包含 该 轴 的 平面 4 的 借 象 
反映 操作 的 乘积 ,是 对 男 一 个 通过 该 轴 的 平 画 8 的 反映 ,4 与 B 则 


的 夹 角 为 Z. 
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证 设 转轴 是 x н, а = i, 绕 该 轴 的 转动 操作 为 4 
А, = й + (jj + kk)cosp + [—jk + АЈ sing. (1.11-2) 
对 平面 4 的 反映 操作 为 42， нэн 
A, = Í — 2u;u;, 
u, 是 垂直 于 平面 4 的 单位 矢量 , 取 友 一 户 则 
А, =i — 2jj = ü + kk — jj, (1.11-3) 
将 4 作用 在 某 天 量 r 后 得 | 
A,- r= ёх + (уу + Аг) соѕф + [—/)у + ky] sin p, 
再 用 A, 作用 后 得 
А, . (À, : r) = іх + R(z cosg + У зіп ф) 
— J(y cosp — z sino), (1.11-4) 
БНН ТЭР В УМ ЭН ЭХ) u,, 由 于 а, ФЕТ х „и, Ул 
面 上 . Жа, 与 》 轴 的 夹 角 是 9, 可 将 а, 表示 为 
и, = )со50-8 Ё зіп Ө, 
设 对 平面 下 的 镜 象 反映 是 A,, 则 
А,-1- 204, | 
= # + jji 一 2соѕ?6) - — ( jh + kD) sin 20 
+ RR(1l — 29120) 
= {i — jicos20 — (jk + Rj) sin 20 
+ ВЁсов20, | | (1.11-5) 
А, 作用 于 矢量 > 后 得 | 
А, . r = іх — jycos29 — (jz + Ry) ѕіп 20 + Rzcos20 
= ¿x — j(ycos20 + z sin 20) 
+ Ё( х соѕ 20 — Y sin 28), (1.11-6) 
将 上 式 与 式 (1.11- -4) 比 较 可 知 ， 如 要 A; = 4,4, 应 有 
y cosg 一 РТТ” = y cos 20 + z sin 20, 
шин 
Ө = —ọf2, 
这 说 明 从 了 顺 时 针 旋 转 p/2 RF u,, HJ и, ARA 恰 为 平 
面 4, B 之 间 的 夹 角 ， 这 就 证 明了 平面 4 与 平面 B 间 的 夹 角 为 
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ф/2, 

(2) 59 н« А.Н o 转动 x 角 的 两 个 转动 操作 的 乘积 是 另 一 个 
转动 操作 ,其 转动 轴 垂 直 于 轴 “ 和 轴 o, ФЕН p — IE T 38 # 和 轴 v 
EHO, 

证 设 沿 轴 4 与 轴 v 的 单位 矢量 是 u 和 vu.v 一 согд. 为 
简单 起 见 , 取 w XJ x 轴 , и = i; 设 绕 к 9 28225) л 角 的 操作 为 4,, 则 

А = ii + [jy + kk] cosx = й — Ју — ЁЁ 
= 244-1, (1.11-7) 
如 设 e 轴 与 v 轴 所 在 的 平面 则 +y 面 ， 则 可 将 沿 v АУЕ 
成 D = icos + jsin0. 
设 经 9 轴 转 动 * 角 的 操作 为 4;,， 则 类 似 于 式 (1.11-7), 可 得 
А, = 2v0— Í, (1.11-8) 
将 À A, 和 А, 相继 作用 在 矢量 r 上 ,得 
А,.(А,-т)= [2vo — 1]. [(2ша—1)-т] 
= r + 40(0 · и)(а ' r) — 20(ою-т)— 2и(а т) 
= {(x cos20 — y sin 20) + J(x sin 20 


+ ycos20) + kz, (1.11-9) 
令 oz 为 垂直 于 u, v 的 转轴 , 且 沿 oz 的 单位 矢量 为 R 设 绕 该 轴 
FEA P 角 的 操作 是 4,, 则 


А, = kk + [ii + jj] совр + I х Rsin ç, 
А, . r = ilxcosp — y sing) + /(У cosp + хїпф) 
+ kz. (1.11-10) 
将 上 式 与 式 (1.11-9) 相 比 , 当 ф = 20 时 ,二 式 完 全 相等 ,从 而 证 明 
了 所 要 求证 的 几 个 对 称 操作 之 间 的 关系 . 
(3) 两 个 分 别 对 平面 4 及 8 的 反映 操作 的 乘积 ， 是 一 个 绕 以 
二 平面 交 线 АВ 为 轴 的 转动 ,转角 是 294s ,Pas 是 二 平面 的 夹 角 ， 


дї слов == C (29.5). (1.11-11) 
证 А,В 二 平面 的 芯 线 的 单位 矢量 分 别 为 us 和 ws， 
u, = 1, ик = 1с050 + јѕіпӨ; Ө = pze. 


又 设 对 А,В 二 平面 的 反映 操作 分 别 为 4. 及 4;,, 则 按 式 (1.11-1)， 
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А, = 1-2, 
А, = I — 24548, 
一 操作 连续 作用 在 某 矢量 > 后 得 
А, : (À, : r) = ¿(x cos20 — y sin 20) 
+ j(y cos20 + x sin 20) + kz, (1.11- 12) 
由 于 沿 二 平面 交 线 的 单位 矢量 必 与 us 垂直 ， 取 此 单位 和 量 为 К, 
55 R е5) Ф 角 的 操作 为 A,, ШУА 
А, . r = 4 (хсовр- y sing) + JOY cosp + + sing) + Ёс, 
与 式 (1.11-127) 相 比较 得 p = 20 = 2дв. 
(4) T E A e T 
面 几 个 结果 : | 
(1) 两 个 反映 面 的 交 线 是 对 称 轴 ,如 果 两 个 面 的 类 角 是 х Ж 
RE n ERARA. Е 
因为 由 式 (1.11-11) 可 以 推断 ,如 果 二 平面 夹 角 是 三 ， 则 两 个 


连续 的 反映 相当 于 一 个 绕 平 面 交 线 转动 22 ИЧ WR fE ВНЕ 


хеп Е, 
(1) БВ S — 4 л 度 轴 ， 则 必 有 (s 一 7 个 其 他 的 


反映 面 ， 相 邻 反映 面 之 间 的 夹 角 都 是 Z 读者 可 根据 对 称 性 原理 


自己 证 明 )。 
(11) 由 式 〈《111-9)》 和 《1.11-10) 可 推出 ， 如 有 两 个 夹攻 为 


一 的 二 度 对 称 轴 , 必 有 一 个 与 之 垂直 的 n Eh. 
(iv) 如 果 有 一 个 二 度 轴 及 一 个 与 之 垂直 的 n 度 轴 。 则 必然 还 
有 + 一 1! 个 二 度 轴 , 相 邻 二 度 轴 之 间 的 夹 角 都 是 一 。 


(v) 一 个 二 度 对 称 轴 和 一 个 与 之 垂直 的 反映 面 及 反 演 操作 
三 者 之 间 是 相 倚 的 , 当 具 有 任何 两 个 对 称 操作 时 ， рая 
对 称 操作 的 存在 (读者 可 自 证 )， 
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5112 32 个 点 Ё 


如 果 不 计 入 平移 对 称 性 ， 可 以 证 明 上 节 所 介绍 的 这 些 对 称 操 
作 可 以 组 成 32 个 不 同 的 对 称 性 群 .由 于 群 中 所 包含 的 对 称 操作 都 
可 看 做 是 环绕 某 一 点 而 进行 的 ,通常 把 这 些 对 称 性 群 叫做 点 群 ,以 
区 别 于 包含 平移 操作 的 空间 群 ， 下 面 将 对 32 个 点 群 分 别 加 以 介 
A. 


1.12.1 生 群 元 


为 了 更 好 地 讨论 32 个 点 群 ,首先 介绍 生 群 元 的 概念 。 如 果 一 
个 群 的 元 素 可 以 用 某 几 个 群 元 及 其 宥 的 不 同 乘积 来 表示 ， 则 这 几 
个 元 素 称 为 该 群 的 生 群 元 . 


1.122 32 个 点 群 的 符号 


本 书 主要 采用 能 夫 利 (Schoenflies) 符 号 ,在 本 节 末 的 表 1.12-1 
中 列 出 该 符号 与 其 它 符号 之 间 的 关系 。 


(1) 只 包含 转角 p = 所 的 正当 转动 操作 的 群 ,用 符号 C。 表 


Ron = 1,2,3,4,6, 
(1) 包含 转角 p = 所 的 非 正当 转动 操作 的 群 ,用 符号 S, Ж 


FS n = 1,2,3,4,6, 

(з) ө 8421-4225 НЫ BE H D sk, V Жл. 

(4) 具有 多 于 一 个 2 > 2 的 对 称 轴 的 群 , 用 了 或 0 表示 ， 

(5) 如 有 水 平 镜面 垂直 于 某 个 转动 主轴 ,用 下 标 4 标志 ;对 于 
通过 转动 主轴 的 垂直 镜面 ,用 下 标 "表示 ;对 于 平分 两 个 水 平 二 度 
轴 的 夹 角 的 垂直 镜面 ,用 下 标 4 标志 ,这 两 个 水 平 二 度 轴 与 主 转 动 
HEH. 所谓 主 转动 轴 是 指 具 有 最 高 度 对 称 性 的 转轴 ， 

(6) 如 有 中 心 反 演 对 称 , 用 下 标 i 表示 ， 
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1.12.3 322058 

下 面 在 每 个 群 元 后 标 出 经 该 操作 作用 后 坐标 为 (xz, y, zs) 的 点 
的 新 坐标 ,在 前 面 的 27 个 点 群 中 , 取 * 轴 为 主 转动 轴 ， 

(-) 轴 转 动 群 : Caon = 1,2,3,4,6 


(1) С, 这 是 对 称 性 最 低 的 群 , 只 包含 一 个 不 变 元 素 。 
Е(х„у,е), _ 
(2) С, 生 群 元 是 绕 х 轴 转 = 角 的 操作 ， 用 ó, 表示 .因为 
5 一 巨 ,这 个 群 包 含 两 个 元 素 , 即 
ё,(х„у»а), E(x,Y,z), 
其 中 5,3 代表 (一 7),( 一 z), FB. O 


(3) C, 生 群 元 是 绕 * 轴 转 = 角 的 操作 , Нә, 表示 。 此 群 


包含 三 个 元 素 : бзх» 2 83, 一 E. 
д, (=, _ Уу 一 一 V 3 .М3, -44) 
2 2 2 2 


Е(х,У,2), | нэ 
(4) C. RTEZ х ни 一 角 的 转动 ,用 б, 标志 。 此 群 
包含 4 个 元 素 : | E 
мэ ERTAN 
VAERT 2) == Р? 


81,(х.2»У)» 
55. 一 E(x,y,z). 


(5) С, 生 群 元 是 绕 * 轴 转 = 角 的 转动 ,用 56 标志 。 此 群 
包含 6 ГЖ: Е | 
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б. k 8::(х»у, z), 


8:, (z. 一 二 小 V 3 z, -v3 y— 二 z)» 
2 2 2 


(у 3, ESTER 
6х 5 2 2 ? 2 2 > 
ТРА шин Е(х, ЫГ z), 
可 以 看 出 ,以 上 6 个 轴 转 动 群 都 是 阿 贝尔 群 ， 


(2) 轴 转 动 群 与 s, 的 组 合 : С, Ф 


WR IC i, C,,C,,C,, C. B] 5о, 组 成 С.С» С,„„ Can 和 Cor. 
(6) Cu Жл o, = oy (ZX, y, z). Их 轴 是 主轴 ， 与 
主轴 垂直 的 反映 面 是 yx 面 , 群 元 为 
Jyz(X,y, Z), 
оі, = E(x,y,z), 
这 里 оу, 的 下 标 yz RREH yz H. 
ШЕ 0 y ШШ o, = о, (х, y, z), 以 此 形成 的 群 元 和 素 为 
Orz(z3y，3)， 
ok, = E(x, y, z), 
此 二 群 是 等 价 的 。 因为 主轴 名 称 的 选取 是 任意 的 ， 故 不 难看 出 
С. = С 
(7) С, 生 群 元 是 C, K бус. ЁЁЛОН: 
Óx (z,y,z), ду :(Х,Уул), 
81, = Е(х,У,2), туб = 169,5, Z). 
H Gye == 18, "| 21 С, = С, = СС; 
(8) Су, 生 群 元 是 C, K oye А 


. 22 ° 


Öar («, -1›-У? 1 М 3 


ду: (Х,У,5), 2 
8: (z, tyt 3, м3 , = а), 
2 2 2 2 


ёз, 一 E(x,y,z), 
Oysiz (8, -4.у + М3 „, УЗ У — 1 z). 
2 2 2 2 


(9) Ca 生 群 元 是 бу, K осу W bar Ki. 
群 元 有 
6. (z, 2, y), oy, (x, y, z) = it, 
Si (z, y, 2), Gy 6, (x, Z, y) = бз, 
81,(х, z, y), бууд, = 1(8,5,8), 
84, = E(x,y,z), бууд (8,5) 一 104.3 
因此 Ca = Cy = c,@c,. нэ | 
(10) С,, 生 群 元 是 gx 和 був, 和 群 元 有 | 
Ò sx [|Z 一 у з „М3 y + > с), 


2 2 2 


dy (Х 3932) == ТЭЭР 


8.(х,5,2), 


ay 8k, 8, 一 一 一 У з У з 


ша Es УЗ 3 ан 


2 2 
бєх == Е(х,У,2), 


_ 3 3 | 
@у»бх (23 5» УЗ yy L 3) = ә, 


2 
IN IG С» ын C,@ C;. 


(=) 轴 转 动 群 与 ov 的 组 合 


C, 群 ЖА Су, Cows Су, Сы, Сы, 但 (二 ) 中 已 述 ， 
Сь = ou 因此 只 有 Сь,С,.С..Сь 是 与 前 面 不 同 的 群 . 
(11) С» 生 群 元 是 5,,,0:2; ors 代表 对 通过 主轴 的 xz 平面 
的 镜 象 反映 .包含 的 群 元 素 有 
6, (Xs2), 0,202; шин Р Р === G, (x, y, 2), 
81, = Е(х,У,л), Or:E = бу (х, Уул). 
这 与 上 节 介 绍 的 对 称 操作 的 性 质 (一 ) 相 符合 ， 即 如 有 一 个 转动 
角 的 操作 和 一 个 对 包含 该 转轴 的 平面 A 的 反映 ， 则 相当 于 一 个 通 


过 该 轴 的 另 一 个 面 的 反映 ， 此 平面 与 平面 A 的 夹 角 是 2- Е С» 
群 中 ,A 平 面 是 xs 面 , 而 了 平面 即 与 之 垂直 的 zy 面 ， 两 个 平面 都 


包含 主轴 zx H. 
(12) С, 生 群 元 是 5 与 сү, 根据 上 他 的 性 质 《 一 ) 8 


ух 外 还 有 对 与 xz 面 成 Z 及 所 角 的 平面 的 反映 , 分 别 用 о; 及 
с" 来 标志 ， 群 元 有 


. 54 。 


0, (z -2 -v V3 


3 1 ) 
2, У — — z |. 
2 2 2 2 


0,:Е = с,.(х,У,2), 


п. (5,2. 3, V з _ 1 \, 
2 2 


Orsb3r = Ov (2,2. + У 3 У 3 4 \, 
2 2 
83, ын Е(х,у,ғ), | 
буд, = Oy [|x -一 V3 2 V3 1 z). 
2 2 2 2 


(13) С, 生 群 元 是 5,. 与 o.:。 群 元 有 
8,(х.,2,У), o, E = 0..(х,у,2), 
ді. (х,7,2), обу, = cA(r,z,y), 
8.4(х.2.У), Orði = 0:(х,У,8), 


81, == Е(х,У,2), 
d,d, П. 1.12-1, 


Охх; = с42(04,2,5), 


Ё 1.12-1 
(14) С 生 群 元 是 Ô sx Б дуу, 群 元 有 


22 улаа 路 


图 1.12-2 


2 239 2 ty 


. 55 ө 


G, Ë = с,,(х,у,2), 
| y V3 43 1 ` 
бе: Ху? > 2, 75у y z) 
OrsO6r = Ox (=, —— + — z,— 
ЭМСҮҮРЭТ 


| y V3 V3 
s, 8), = z, ( u 


эс" 2527-2 


1 
2 
| y А/З / 3 1 
с... = Фуу(х,У.2), 
y уз V3 1 
5, ( + 一 一 ), 


x, > 2 z, = )+ y z 


y V3 V3 1 
узбр = Or (=, > 一 一 一 в), 
бе == E(x,y,z), 


y 3 /3 1 
Orzbér == Gua [x шиг ). 


2 2 89 2 y + — # 
ШІ tis +; tas z, Е 1.12-2, 


(四 ) ЗЕЕ 38518845, 


可 有 有 5::5:55,55,:5,,1Н S, 为 使 (xy ,zz) АВ (2,7,2) 的 操作 ， 
与 буу 的 效果 相同 , 故 群 5, E Са. 
(15) 5, 生 群 元 是 i, 群 元 有 
(х,у, ЭР 
? = E(x,y, z), 
可 以 证 明 , 5, 与 后 面 要 介绍 的 C, 重复 . 
(16) Š, 生 群 元 是 0)s64: = (8, z, у), 
群 元 有 
ECE, Y), 62 (x,y,z), 
| Д(Х,:,у)» би E(z,y,z)., 


. 56 a 


(17) 5, 生 群 元 是 0 ухд,, === бу, ВЕЛН 
yy Мз V3 1 有 
бү (е, = р Y y + у) = isk, 

y мз V3 1 


22-44 нт 7209 29-05) 


5,6 一 E(x,y,2). 
因此 也 可 把 56 写成 С,-|С,4С.,. 


(5) 具有 垂直 于 主轴 的 za 个 二 度 轴 群 D， 


申 于 D, = С,, 下 面 写 出 D,,D,,D. ‚р, 的 生 和 群 元 与 群 元 . 


(18) D, 生 群 元 为 ôn 以 及 6,,, 群 元 有 
(XY), б}, = E(z,y,z); 
8:,(Х,У,2), | 

зуб, 一 8,:(Х,У,2). 
这 个 群 又 称 为 了 群 ( 取 自 德 文 Vierergruppe) 
(19) р, 生 群 元 为 5 及 5,,。 群 元 为 


у Мз V3 1 
Уа), 
_ y V3 уз 1 
Badu (#, р “уса, — Z + а), 


y V3 уз 1 

8. (ж, — у + 2 a — Уу-у — суя, 
у V3 V3 | | 
РЕ 9 


2, 81, (ғ, 一 了 十 > zp, Y+ yz 


831, = Е(х,У,а), д5(Х5.,У,5), 


е 57 4 


(20) р, Жз: bar 及 б, Ё® Н 
8,4(х,8,У), б›убу,бХ,®, Уу), 
81. (x,y,z), бэ)03:(Х,Ух 2). 
81,(х.2.У)» бэб14(Х,5.У).» 
81, = Е(х,у,2), 85,(Х3,У.5). 
(21) р, 生 群 元 为 66x K буу Л Н 
„(у —У;* ЭРЭЭ 


62. == 5,.(х,9,=), 
8,,6,.(5,9,2) Kami бк» 


Vy V3 V3 1 
Ösx (х, 一 — + — z, —: z)» 


y 
жигэ 一 了 + 75 “s 2 7 + 2 * 5 


| y 43 / 3 1 
(в 55 уж а), 
=y V3 V3 1 
8,,6,, (z, у + 2 | ), 


бх == Е(х, y, z), 6; (x, У, 2). 


(5) D nh ЇГ 


这 是 D, 与 水 平反 映 面 cy 的 组 合 , 由 于 Dw = С, RA Das 
D,,, Dans Der. 

(22) Dı, = DC. 

(23) Da 5 202)» бэ 和 cyz， 和 群 元 为 
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_ > V3 V3 1 
s 2 2 572772 e), 
, у V3 из 1 
д3. (ғ, 2 + 2. Ç. W шин 2 г), 
мээд 1 
буғз, (z x >” + 2. 8» нэ “203 тг zh 
83, = Е(х,У.2), дух(2,У,г), 
6, (x, y,z), булд /(х,У,8) = Оуу» 
_ у V3 V3 1 ' 
в, |z, — а, — 2 у 25) 
_ y V3 уз 1. 
гн, (8, 一 2 一 2 2» 一 > у + 25) 
“(22009043 V3 
шин 2 5» 2 y + х), 
о y A3 3 1 
Фуубзү (=. 2 + 2» 2 y + 2 :). 


(24) Da ERTH bas 8,, 及 oys, 群 元 为 


8,,(х.2,У), Oyz (F, 2.Уу) == LIS 
| 04,(х,5,2)) = буу» Oysði (F ;7 2) =i, 
2 6, (z,z,y), бугд (Х,5»2Уу) = 164z3 


д = Е(х,у,2), oys(K,y,2) = 181, 
8,,6,,(Х,2,у), 0:884. (232,9) = 48,616, 1 
8,,8,,(8,у,2), Фуд уб (х,у, к) наа». 
8,,61,(Х,2.У), 0у:02у0«(х 25У) = {буду 
8:,(8,У, z) “Фухбэ(х,У,у8) 一 1020， 

КИЕ Da = DOC, 

(25) Do ЖУ: bers 8, 5 дух, 和 和 前 面 一 натан Des 
的 24 个 群 元 ， 群 元 为 


° 59 ° 


yadi (z, — > — > Za, 2 y— > z) = 83, 


бе, ын 5,.(х,у,2), Oys CEY Z) 一 F 


| ( y уз y 3 1 ) 
NA r, у + 22 — > Y j 
,/. y V3 V3 1 
ЭРТСЭР (z, шин 2 + 2. эг KI y — 2 z) 10,» 


Е з з 1 
s, ( 4 уз _ 3 e), 


x, > t 2 5» 2 y + > 


5 一 
Сузе; шилж 


y 413 МА 1 W“ 
Е w — y )= lgx’ 


“a Ff > Эс 2 Y+ 
Ôx = E(x,y,z), Gy (X ,y,z) == ТҮР 


у V3 үз 1 .). 


уб, (ғ, 2 > 897 У 


у V3 V3 1 март 
пъб (хур — > 2575 у 72 == 10.306; 
_ y V3 из 1 
вв, (#, 一 于 一 лын 2 y + & 9 


1 | 
Фух 96, (z, БЕ э - 2 Zs 一 2 y + z) ын 18,8» э 


8›,б\ К Yz) = б, 0,:8,.(х,у,8) = 16,y 


_ y V3 Мз La) 
УЗ 87 


4 _ — _— — 
ӧ,удьх (8, 2 + 2 СЭР, 2 y + 2 
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+- 


y V3 V3 
0у49:,6,, (5-2 2 ©» 2 y + = 7а) = Badas 
у V3 V3 1 
„чы 2. 1) 
y МЕК “3 1 


Су: уб, (ғ; 2 + 2 2, 2 y 一 2 z) == iÒ ryer > 


6, (Zx „у ЗЭР yz, (XYZ) == 18,4, 
因此 Dez = DOC. 


29) Dad ЇР 


这 是 D, 与 平分 二 度 轴 而 且 通 过 主 转动 二 的 平面 的 反映 操作 
WHAHA. р. 共有 4» 个 群 元 ，24 个 是 纯 转 动 ，7 个 是 镜 象 反映 ， 
RINA n КЕЈ Ы ЕАУ е. 

(26) Di 人 Fa) 生 群 元 为 6,: ,6;y INCRE- Z, У), 群 元 为 

8,.(х,у,2), KANCHIS 
G(X,) ,3), | 8\8зубх ә ,У)» 
8,,0,, = дьб®,у, z)» RINER 5.9), 
81, = Е(х,Уул),  бы(#,ш,у), 
(27) 0,(0,) ERTA bss 5, 及 反 演 操作 i, 群 元 为 


у V3 из 1 
nhan a), 


ĝis 一 E(z,y,z), :(х,7,2), 


y V3 43 1.) 


8, (2, 7 5, — > + 2 
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ОООО 
DOOC 


D 


ФО 
| 


ОО9 
29696969 


图 1.12-3 点 
y V3 V3 1 
(8,8, (х r, > + 2 & 2 усу э 
= y V3 W3 1 
58}, (#, + 7203 2 y + 2)» 


y M3 V3 1 ` 
8 ? 3 ? . ), 


8,,(5,У,2), TERTE 
因此 Dza 一 р,2С,, 
可 以 证 明 , 不 可 能 有 2” > 3 的 D, Е, ДЖ ИВ ЖТ 6 В? 


° 62 ° 


D, 66560 
Фе 
ОФФ 
Se o 
СТУ 


П 
ях 


—@-_ ` 
© «ру (NA 
DL ЭХЭ 

ПЯ > 
的 转动 反映 轴 ， | 


常用 如 图 1.12-3 所 示 的 27 манов ада я L 
述 点 群 的 操作 ，X 与 O 分 别 代表 纸 面 上 下 离 纸 面 等 距离 的 点 ， 实 
线 代 表 反 映 面 ,有 多、 妨 、 加 ,全 等 符号 处 分 别 代 表 有 通过 该 点 垂直 
于 纸 面 的 二 度 、 三 度 、 四 度 与 六 度 转轴 ; шя @ ля 
面 内 的 二 度 转轴 。 | ээр. 


(^) T, Taj, Ta, О # O, ## | нэ. 
这 是 五 小 对 称 狂 较 高 的 群 , 其 有 一 个 以 上 的 二 > 2 95825150. 


. 63 ° 


9 


- 
Р» 


эь 
ч 


Г 
22 


7 тал 
Gn 
х, ` (97 


N 


N 
Л 
/ 

Ф 


1.12-3 5 
(28) ЕЖЕТ ERCE 6, (х, y, z) RALL] J ОНУ 
81581209 的 操作 (以 Dryl z, х») 标志 )，T 群 共有 12 个 群 元 ， 
R, = E(x,y,z), 
R, = Dr(x yz)， 


К, ээ 8:,(Х,у,2), 


R, = (X,Y,2), 
R, = буу (зэх, У) 8 95111 15 26 120°, 
R, = бэуух(Уулэх ) 88581111 1 С--1202), 
R, = бууд (255 ,7) 80881111 15 1207, 
R, = 835, (Уу 8 ,х 80 88111188 «С-1202), 
R, = 6,28:(3,5,у)8 86111188 120°, 
Ro = ACARD, Вр 11115 (— 120°), 
Ru = би (Е,х,у) 858111 18 1202, 
Ra 855, s22) 即 绕 [TI1] 轴 转 (一 120。)， 
(29) T, Т, = T@C;. 和 群 元 包括 T 群 所 有 的 12 个 群 元 以 
及 i 分 别 与 这 12 个 群 元 的 乘积 ， 
(30) T, 生 群 元 为 bass буху, 和 0(х, 2,7). ЛЕЖАТ 
群 的 12 个 元 素 外 ,还 有 以 下 12 个 元 素 : 
R, --148,АХ.5»у), 
R, = iR (Х,5.У). 
R, = 15,,(2,у,х), 
Ri, == 184(2,7,5), 
Ri = 16,,(У.Х,5), 
К,, = 04: (У,х,2), 
Ri, = iĝe y. , z) 
为 绕 [110] 方 向 转 180° 与 中 心 反 演 的 组 合 ， 
R, = iðrzy(Y s232) 
为 绕 [110] 方 向 转 180° 与 中 心 反 演 的 组 合 ， 
R, = :5,,.(2, y, xz) 
HRELJA WF 180° Бро ВЈ 2, 
Ra == д (в, y, z) 
为 绕 [101 ] 方 向 转 180° 与 中 心 反 演 的 组 合 ， 
R, = 15,,,(0х,Е,у) = Gd 
ARLA (8) 1809 与 中 心 尺 演 的 组 合 ， 
R, 一 1637:(0xyzyy) 


, 65 ° 


为 绕 [011] 方 向 转 180° эп» K IN BUH Ёё. 

(31) ху  О 生 群 元 是 bsZs У), зу (2х7). 717) 

| R, = Е(х, y, z), 
R, = 8,,(x, y, 2), 
R, = 6,(x,y, z), 
R, = 6;,(z,y, 2), 
К, = бэулу (z, x, У), 
К, 一 ёзу, Ў»®›Х )， 
Ку = дэу: (2,5,7), 
= 63ya(F, Z, х), 
К, = буу (2, х, У), 
R, == у: (у, 2,5), 
R. == 83:9,(2,х, у)» 
Ry == б3уу (y, z, x) 
R, = (x, z, У), 
Ru = n(x, z, у)» 
К = MEF y, Z), 
R, == öy (z, y, z) 
Ry == 8,.(у z, г)» 
Ris == nO, Z, г), 
R, = бус (Уух). 
К» == CREDE 
Ra = 8,,.(2,у,х), 
Ry, = б::45(5,у.5), 
Ra == 6,,:(Х,5.У)» 
Ru = д,у:(Х,2,у). 

(32) O, 这 是 对 称 性 最 高 的 点 群 ,共有 48 TLR. O, = O 
@Ci， 生 群 元 为 бус» 8. М Е, Уу 2). 群 元 除去 O 群 的 24 个 
群 元 之 外 ,还 有 以 下 24 个 群 元 . 

i(X,Y ,2), 


2 
| 
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16:4(Х,У,.2) == ру, 
18:,(хуУуг) = o `` 
:5,,(х,У, 2) = Pz, 
16,,(Х, z, у) = тш, 
б. (,2,у) = ош, 
16,,(2,у,х) = буу» 
#буу( г,у,х) = озу, 
18,,(У,Х,2) = оз, 

ды (y,zr,z) = оң, 
18,09,95, 2) = Peys 
16::5(7,Х,2) = руу, 
16:::(2,У.,Х) = ру,» 
ТЭР СТҮЛЭХЭГЖТ 
:5,,:(х,2,у) = Pyrs 
iði ( 2, z, Y) = ps, 
:5,.у.(25Х, У) = белуу» 
363:у4(Уу8.Х) = Обхулэ 
16,зуу(3,Х,У) = ©з у хэ 
8з, (У, 8,8) = туа» ` 
TIER ERTED, = Certo 


а 一 | 
1939,07 ,2 ,x ) = Gazyss 


图 1.12-4 工 群 的 对 称 操作 ,操作 Ку 使 点 加 变 到 点 @@， 


є 67 = 


1.12-6 ”OO 群 的 对 称 操作 ,操作 R; (Ед ФЕ АФ. 


16,59:(25Х,У) 一 О6хУяэ 
i03y (y, z ) = Обхув, 


є 6$ ° 


表 1.12-1 32 个 点 群 的 符号 .所 属 品 系 与 对 称 操作 数 


ны Ж 对 称 类 型 (点 群 符号 ) 
к= Schönflies 符号 
= # 1 С, 
| С,(5,) 
2 С, 
单 $ m С,(С,„) 
2 [те Cak 
222 DV) 
E 2 mm? С» 
mmm Dala) 
C, | 
3 Су 
= 角 32 D, 
im Сз 
ТҮ ЭЭР 
4 C, 
4 5, 
4 т Са 
I J 422 . р, 
4mm С | 
42m 


4/mmm 


. 69 , 


图 1.12-4—1.12-6 给 出 Т, Ta 和 0 群 名 操作 的 坐标 变换 关 
А. | 
Ж 1.12-1 给 出 了 32 个 点 群 的 符号 、 所 属 晶 系 与 对 称 操 作 数 。 


61.13 32 个 点 群 的 特征 标 


作为 本 章 的 结束 ， 本 节 将 列 出 32 个 点 群 不 可 约 表 示 的 等 征 
标 。 根 据 S 1.6 所 介绍 的 方法 ,在 求 点 群 的 特征 标 时 ， 必 须 先 对 后 
群 的 操作 分 类 ， 然 后 再 根据 式 (1.6-13)\1.7-8) 及 (1.7-9) Жш 
征 标 。 在 列表 给 出 特征 标 之 前 , 先 介绍 几 个 党 用 的 方法 . 

(一 ) ч ВИ Ba HK X° 一 1 = 二 0 的 # 个 根 作 其 表示 .由 
于 不 难 证 明 每 个 元 素 自 成 一 类 ,所 有 的 不 可 约 表 示 都 是 一 维 的 ,这 
п 个 根 也 邑 7 阶 循环 群 不 可 约 表 示 的 特征 标 。 根 据 不 变 元 素 的 定 
义 , 在 各 不 可 约 表 示 中 ,EE 的 特征 标 都 是 1. 

例 一 ”二 阶 循环 群 C, 的 特征 标 

№ =1, X= +1, 

因此 C, АУЛЕЯ F PH 28: 


4% 1.13-1 С, 的 特征 标 


— n = бф, 


—I— 3: , 
2 


特征 标 表 如 表 1.13-2 Їл: 


+ 70 ° 


Ж1.13-2 С, 5) 16 $E i 


(二 ) 利用 群 的 直接 乘积 的 特征 标 之 间 的 关系 ,可 以 推出 元 素 
较 多 的 群 的 特征 标 表 ， | 

HE С,, 的 特征 标 

由 于 ай" = С,@С;, С, 有 两 个 不 可 约 表 示 Су.» ©,» 其 特征 标 
表 为 表 1.13-1; C; 也 有 两 个 不 可 约 表示 ， 设 为 Bis Bos 其 特征 标 表 
与 C, 的 相同 ,如 表 1.13-3 БЕЛ: 


3 1.13-3 C, 的 特征 株 


в | / 
8, 1 | l 


8, 1 -1 


Сэ, 则 共有 四 个 不 可 约 表 示 Yis У, У. 和 74: 
т, =f HEE X(71) = Х(вү)06:)5- 
7; = ab: *FTEFPA Х(У,) = Х(а, ACE); 
Ys = 008,» ЛЕХ X(7;) = X(w,)X(0,); 
= s, @8,, 特征 标 ХСУү) = X(aw,)K(0,). 
其 特征 标 表 如 表 1.13-4 所 示 


25 1.13-4 С. Ë) $$ $E Л 


本 章 末 列 出 了 32 个 点 群 的 特征 标 表 , 这 里 同时 引用 Mullikan 
及 Wiger 符号 ;前 者 浓 用 于 量子 化 学 的 著作 ， 后 者 则 多 见于 能 带 
理论 中 ， 表 中 也 列 出 了 下 章 将 介绍 的 依 有 关 不 可 约 表 示 变 换 的 基 
ЖОМ 5 2.5)。 下 面 说 明 Mullikan 符号 的 意义 。 

A : 基 天 对 嫉 主轴 转动 是 对 称 的 一 维 不 可 约 表 示 ， 

8: 基 矢 对 绕 主 轴 转 动 基 反对 称 的 一 维 不 可 约 表 示 . 

и: Ж FIS УХ ungerade《( 奇 )， 基 矢 对 反 演 操作 是 反对 称 的 不 可 
约 表 示 , 用 « tE F ER; 

8 :来 自 德 文 gerade《〈 偶 )， 基 矢 对 反 滨 操作 是 对 称 的 不 可 约 表 
示 , 用 & (Е ЕЖ. 

， 基 和 天 对 о, 操作 是 对 称 的 不 可 约 表 示 , 用 ““” 作 右上 标 . 

“: 基 天 对 о, 操作 是 反对 称 的 不 可 约 表 示 用 “” 作 右上 标 ，, 

Е( e): 二 维 的 不 可 约 表示 。 

1 (564): 三维 的 不 可 约 表 示 。 

如 菜 不 可 约 表示 出 现 不 上 上 一 次 时 ,可 用 i 作 右 下 标 以 资 区 分 ， 
г= 1, 2, 3: - `, 


表 1.13-5 32 个 点 群 的 特征 标 表 


l. C, 
Е 
— 
2. СКС) 
x в 2, 
НРГЭЭТ A 1 | 
көз | 4 | мэ 


R., R，，R， 代 表 无 穷 小 转动 的 分 最. 


. 72 ° 


3. С;($,) 


4, 


> 
хә 


hi $X 


` + у? + 
x 
К,,К,,Ё., 


Wai 


= 


z 
Х, ys 


С, 


Е 


К,,К,,у,г 


5. Cav 


4, 


5, 


全 |] 


В, 


2, 


4, 


хз 


Ф 3 


Ф, 


6. Cah 


7. DV) 


p 
Ton 
i 
> | 
ы 
— — 
о ла 
тэй | үзээ 
ы 
k mn ты мј 
w 
Fa 
ч = 
ща щщ ш 
ч 
эр 
2555 
> A 
22444 
k 


т 73 г 


8, Dala) 


ага [с [с | [о {о | е 
ку N. 14, са 1 | 1] 1 1 | 1 | | 
rz,R, ч, | Ву, | 1 |—1 | |—1 1 | —1 1 | —1 
уг,Ё, Ns | Be | 1 l |—1 |-1 | 1 | 一 1 | 一: 
ry, R, N, | Ba 1 |—1 | =r l 1 |—1 | -i l 
ryz М, | 4,, 1 1 | 1 —1 ]|—I |—1 Í —1 
y N; | Ba 1 |—1 1 |—I —1 1 |—1 1 
г N; | Bua | l |—1 |—1 —1 |-! | 1 
= м, | Bu I |—I | —1 1 =I ] ! | —1 

pep 
9. С; 
— cr daa ——sI.am m FCs—rr nr r s sr rcvs—thIm nc Is 
Е С: Сз 
К,,х л 1 1 Ї 
(у,2) 1 (0 со? 
Е 
(R,,R,) ! сэ” а) 


ee 
w 一 ехр(425/3), E JK RI K 53-38. 
10. С» = С, С,, 


Е C, С; О» 5, Sy 
K, А 1 1 1 1 1 | 
1 со сэ? 1 (0) со? 
Суу?) RE 
1 w? 0) 1 сэ? а) 
x A” 1 1 | -1 -1 -1 
1 w w? -1 -0) - с)! 
(К,,Е,) Е 
1 со? (O -| — 0 — 0) 
PSA OO 
11. Сз, 
ee 
Ь 2С, Ч, 
х н, 4, 1 1 1 
R, н, A, 1 Ї -1 
(уз) — 
CR,, R.) 79 Е 2 1 0 


12. D, 
К 2С, 3С, 
y: + 2°, х? А, | 1 1 
x K, А, 1 ] -1 
(Ух) Е - 
(Ку, R.) 2 | " 
13. р,» == Пу,ХС:,ь 
Е 2С, 3С, 08, 25» 30, 
y? 2°, 4, 1 1 1 1 I 1 
R, A; [ 1 | —1 1 | -1 
(у, z) К 2 -1 0 2 -|1 0 
АГ і l l -1 -| -1 
: 4 | | ++ | — | -i l 
СК,» R.) В” 2 -1 0 | —2 | 0 
一 
14. C, | 


16. С,» = С.С, 


R, A, 


у: — 2°, yz B, 


(K, К,),С5х,ху) F, 


x A, А, Ї | | 1 1 
yaly? — z), R, | A, | 1 | -1 -1 
у 一 2 1 В, | — ] | | -1 
yz A; В, | -1 Ї -1 | 
(ys z) x 
A, E 2 0 — 2 Ü Ü 
CR,, R.) | 
18, ЭРЭЭ! ! 
| Е С, 25, 2С, 20 4 
x°, y + д) Х, W, А, | ] ] I 1 
К, X, | H; А, | l ] -1 -1 
у? — g? Х, W, x В, 1 I -| 1 -1 
Y X, | W; i B, ] ] -1 -1 1 
(у, z) 
(Rys г.) | 


21. С, 


x, RK, 


(y.z) 
(R, ,К,) 


(у? 一 2°,ух) 


Q = exp(i2z/6)， 
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22, б,,(5:) == C,G@ G; 


(y 一 2", yz) 


(уэ 2) 
(R; R,) 


° 78 s 


wawapaq s сс. 


«+. 


9 ® (аа 52-01) 
H Си 550454) 
"Ч 
'g 
ер ху х 
iy 2 + 6,1 
a "92 
0 Ї 5 一 0 【一 С "Я T 
! I- I- [一 I I "р T 
I— I— I— I I I Эр Ий! 
0 [一 2 0 1- Z ?7 ET 
I— I I Ї- I I "у гч 
I [ I I I I нь гү 


‘DE SZ : а pç Та Ч 


Сәба = TP “сс 


ww очоп ҮЗ 
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2 I [一 2- 0 0 2- [一 [ Z “у (294) 
І [一 I [一 Ї I— [一 Ї [一 I “g 
I [一 [ [一 [一 [ [一 I [一 I “g 
I— I— I— 1 — [一 Ї- I I Ї ї “єр к 
[ 一 1- 【一 [一 | [ 1 Ї І I "їр 
Z 1- Į — Z 0 0 2 1- [一 Z т (z&%,z — zf 
z 一 [一 [ 2 0 0 2- [一 I ny (Ax xz) (Fy ta) 
[一 [ [一 І Ї [一 T 一 I I— I "g 
1- Ї [一 I 1- I 1- Ї [一 I "я 
Ї Ї I Ї 1 一 [一 Ї Ї | I бїр “y 
Ї Ї I 1 I І I I Ї I ? zx 
Үр үй ‘$7 : ,OE 2 2 Dz DT 4 


94 = “а ` 


.80 • 


0 0 1- 3 | "1 (2 4х) 


0) r Ї Ї „ 

‚© (2 Ї I Ч 

I I I I "р 

0 0 1- 3 54 Cu fy СЭ) 

п) :0) І 1 , 

оз М | | Я (zz — ,4%,z — ‚& — 1х7) 
I I I I їр = 十 of 十 :zx 

СЭР “Ор “26 4 | 


‘DOL = “1. 62 


(z &6х) 


СЭ 
ее} 
bu 


(*q Ey FA 


(.2 一 zi МЕ: 一 zÁ 一 Х{) | 


з 3 
— ———і 
Ёс) 


= 
=ч 
км 


2 + ,á + ,x 


эъ Я 


+ 81 


ман 


1- I I— + ç |, єр (х= zk 56х) 


(284 x) 
1 T 一 I 一 0 ç її sl] 
("YEA TA) 
0 0 С 【一 С Ч "I 《zz 一 t 名 一 zk — XZ) 
1- 1- I I 1 Е 4 zI 
i I I I I 'F “1 :2 + Á + zx 
_— _ lj  _ i ——— 
”29 229 ‘oF “28 4 | 
O 116 
1- 1 I— 0 ç ‘I SI (25453) 
1 1- 1- 0 £ 1 st T ("a EA E) 
Ü Ü г 1— 2 Я ug (,z — ,á $,z — ,á — ,xz) 
1 — 1-5 Ї Ї I р гү 
1 T Io Ї I їр "I 1” + zÁ + zt 


PL 06 


7 oç 


SR 


"2 


9 


ЄХЇСҮЭЭ 
[Cs — ,x)z%(,x — zA (E 一 (01 
[Cez 一 AJAX, 一 A 一 ,xz)=4z1 
хх 
1(:4-223,40(3-4142,/(44(3-440,184х 
CCA 一 7455 (,х 一 ,эЕ)хэ (үг — ,ñ)z&1 
(zz<z&£ 6х) 
(z — 6662-16-32) 
Cas — xyz + (x — a) A + (z — „бух 


zz 十 zf 十 rz 


2000 = 10 “ZE 
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第 一 章 3 g 
1 .已 知 某 群 有 羔 积 表 
| шин - 

Эн 2 | 3 14 4 617 415819110(1 
Е Е 1 | 2 |3 | 4 | 6 ‚|, lulu 
] 1|Е|312151417 16 Е 8 |11 |10 
2 2|4|в6\в! ә 7 |к (1 (11111513 
3 31517 91581611:1111:18(1 4 ]|]2 
4 412198 К 7 ШЕ к | зу рз |5 
5 51319 7 |} П I | E (101214 
6 619 је 11111112 1513(41(718 
7 |р ш (ниси1:13141215 (6 (9 
8 8 | 7 [10 пк ре рз 15121916 
9 9|6 [u F u 15 ояз 517 
10 01114 |5121318191617 к 
11 п [10 15 |413121918171611Ї118 

| 


КОЕНА | 


mti 


试 将 此 群 分 类 ; 确定 此 群 有 无 不 变 子 群 , 如 有 试 找 出 其 陪 集 ， 并 有 号 出 商 群 的 
RRR. 
2. 上 题 的 12 阶 群 有 几 个 不 可 约 表示 ? АЖК ARR НУ +$ E 
标 ， 
З.ЕНН т ERTER EF д 
X(C?) == ехр(2лїтр/ну, 
m = 0,1,2, (72 — 1). 
4 . 找 出 2 阶 循环 群 与 4 阶 循环 群 之 间 的 同 态 性 . 
5 .如 G 是 6 阶 循环 群 (a = F Е G = AQB, 
А. E, а а 
В. E, 4 


6.(1) 如 


. 81 ° 


Ж P,P, = 9 

Qi) 20) 为 例证 明 

(Р,Р,)* = РИРГ", 

7 . 试 瑟 出 5, 群 的 乘积 表 并 对 其 分 类 ， 

8 .证 明代 表 镜 面 反 映 操 作 的 并 矢 A = I — 2uu,u 是 沿 镜面 法 线 的 单位 
Хи. 

9 , 试 求 出 操作 5,,, 及 буг, НУЗЕ Bor A. 

10 . 试 证 二 度 对 称 轴 和 一 个 与 之 垂直 的 反映 面 及 反 次 操作 三 者 是 相 倚 
НУ. 

11 .说 明 下 述 乘 积 表 中 的 元 素 并 不 组 成 群 , 其 中 哪些 元 素 可 组 成 群 ? 


Е Е а ó с 4 e 
a а b F da ё с 
b b Е а е с 4 
с с d e a Е 5 
4 4 е c b a Е 
ё е c 4 Е Ё a 


12.3 O, 和 D6s 的 子 群 及 不 变 子 群 。 
13 .证明 排 列 群 5;,5; 和 S, 93515 А C, Сэ, 和 Ta 是 同 梅 的 ， 
£ 5 x 献 
[11 T. P. Elliott and P. G. Dawber, Symmetry in Physics, Vol. 1, Principles 
and Applications, The MacMillan Press LTD, 1979. 
121 G. Burns, Introduction to Group Theory with Applications, Academic 


. 85 。 


.- =r 


Press, New York, 1977. 
[3] M. Hamermesh, Group Theory апа its Applications to Physical Problems, 
Addison-Wesley, Massachusetts, 1962. 
[4] V. Heine, Group Theory in Quantum Mechanics, Pergamon Press, Ох. 
ford, 1960. 
[5] І. S.Lomont, Application of Finite Groups, Academic Press, New York, 
1959. 
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P-E ”和 群 表示 与 蕊 定 谓 方程 

在 固体 理论 中 , 群 表示 理论 有 许多 应 用 ,例如 在 用 自由 电子 近 
似 方法 计算 固体 的 能 带 时 ， 如 果 利 用 群 论 的 方法 将 平面 波 组 成 对 
称 化 的 线性 组 合 , 则 可 使 计算 大 为 简化 ， 此 外 ,如 果 要 了 解 能 级 的 
简 并 性 、 波 函数 的 对 称 性 质 、 离 子 能 级 在 晶体 场 中 的 分 裂 等 都 需要 
有 和 群 论 的 知识 ,特别 是 要 用 到 对 称 性 群 的 知识 .为 此 ,必须 对 体系 
薛 定 谓 方 程 的 对 称 人 性 , 即 在 使 该 体系 不 变 的 对 称 燥 作 作 用 下 , 薛 定 
谓 方 程 及 其 解 的 变换 性 质 有 所 了 解 。 在 讨论 中 ， 我 们 采用 坐标 固 
定 而 体系 转动 的 方式 ， 
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设 有 如 $ 1.10 所 示 的 对 称 变换 К, IERE г r, 


r= Rr, 
х Р, Ra Ris\/x 
中 Ra Ra “| | 
x Ra Ra Кз / Nz 
ЖАТР Р НУРЖ, Орах ФО), 以 及 与 坐标 有 关 
的 算 符 ,例如 哈密 顿 标 符 让 ,在 对 称 操 作 尺 作用 后 的 变换 人 性质 . 


. ү 
. . л" 


211 函数 的 变换 3 
定义 Pr 为 与 R 有 关 的 算 符 , 如 7’ 一 Rr， 
Р,Ф(Ү) = ф'(т), (2.1-1) 
BERI Pr ЕНЕ, Ф 8 Ф. ЖЭУ ПЕНН 


Р,ф(т) = ФСЕ). (2.1-2) 
ur, + P, 使 函数 ф(>) ER Ф (г), | 


Рьф(Ү) = (r). 
BEE: нм 
P (r) = p'r) = ф(т), (2.1-3) 
上 式 说 明 Рф 在 r' 处 的 值 就 是 函数 J Er 处 的 值 ,而 函数 Ф 在 
r 处 的 值 应 与 函数 在 r 处 的 值 是 相同 的 。 HT r= Rr, 
Ёкф(т') = ФСК). 

E r Ў r 就 是 式 (2.1-2). 

下 面 考虑 连续 两 次 变换 的 情况 。 如 有 Pr, Ps 分 别 与 对 称 操 
ЇЕКЯН5 对 应 , 则 

Рьф(т) 一 由 RD) 一 由 (т), | 


Рут) = Бий (Р) = УЛ) = ФС"), | 
r = 577, | | 
但 | 
p'(r”)= ФК"), 
则 | 
Р, ТОР = ФСК") = ФОЁЛ5 ТҮ) 
== P[(SR) r]. (2.1-4) 
显然 ,也 可 证 明 算 符 Р, 是 线性 的 ， Р»\ а] + bg) = aPrf+bPrg, 
其 中 a 各 为 常数 . 
A 设 有 二 维 变换 
: 1 V3 
М, 2 2 |/х 
C.) li WE | (,) 
2 2 
1 3 
2 2 
R: = |, 
x /з 1 
2 2 


ЯРА pr) = хе", phr) = уе", Ж Р кф, К Р ++, 


“88, 


h ú лр ` Ё 


Ю ”根据 式 (2.1-2)， мэн 
| Ё Ф. (т): = p (R у. зол гэгч ЭХ 


1 з у 
= С тэ Ич "рэт 7: 
同 理 Ён шалт ни 5, 
| Papir) = ФЕ) 
= (-) "= gri ору JE, 
V3 1 


此 外 ， 也 可 用 另 一 方法 推出 上 述 结果 。 以 (7) 为 例 ， 由 于 
g(r) = re”, ИР ЖЭ Ф (РУ pR -` 
(r) = (- Р, + V3 y e == (r). | - 
根据 式 (2.1-3)， о СА 
Рф”) = pr)» OS No La 


wu  — kt: 


P ah (r) = pir) = [> 十 v3, е? Е 


=— 


л /з ` 
= — x Alr) + í фут). сз, 


212 算 符 的 变换 


设 有 算 符 L(r), 作用 在 函数 фт) А9 215—8 Ф т), 
Bl 
Мт)фФт)у=ф(ту (2155) 
再 用 与 对 称 变 换 RR 有 关 的 算 符 Bx 作用 后 , 双方 成 为 | 
РЇ (т)4(ғ) = Ёкф(т), 


» 49 « 


РР. (т) Ё: Рф(т) 一 一 ВьФ(т). | (2.1-6) 


令 
Ё'(т) = Рь„Ї.(т)Ё;!, (2.1-7) 
Ёкф(т) = ф(т) = ФСК), (2.1-8) 
Ёкф(т) = ф'(т) = ФК), (2.1-9) 
即 在 算 符 Px 作用 后 式 (2.1-5) 成 为 
Ї'(т)Ф (Кт) = #(R tr), (2.1-10) 
式 (2.1-7) 代 表 算 符 的 变换 性 质 。 由 式 (2.1-5) 可 得 
CRTR ir) = (Rr), (2.1-11) 
因此 
L'(r) = L(R ir) = PRL ba, (2.1-12) 
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为 了 讨论 如 何 利用 群 论 来 简化 求解 巷 定 谓 方 程 ， 本 于 将 介绍 
有 关 哈 密 顿 算 符 的 对 称 性 质 . 


221 哈密 顿 算 符 的 对 称 变换 
如 果 在 与 操作 民 对 应 的 算 符 作用 下 ,哈密 顿 算 符 不 变 , 则 R 称 


为 哈密 顿 算 符 的 对 称 变 换 , 即 
Р.Н(тР5С = B(R tr) = Н(т). (2.2-1) 
w В ЖЕ Ё, 作用 下 不 变 , 则 由 上 式 得 
Р.Н = Êr, (2.2-2) 


即 算 符 Br 与 HA. 


2.2.2 ”使 哈密 顿 算 符 不 变 的 操作 


使 哈密 顿 算 符 不 变 的 操作 组 成 群 ， 通 营 把 这 个 群 称 为 哈密 顿 
算 符 所 属 的 群 . 
(1) 如 下 和 3 是 哈密 顿 算 符 的 对 称 变换 ， 则 (FS3) 也 必 是 一 
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个 对 称 变 换 , Ё 
根据 定义 式 (2. 2-1), | 
997? F! = À, 
ETE юм 
О ВьЁ$ф(г) == СЕЗУ], 2 
P PsA Pbs) = P P ñ bs: Py 


= É ,BË r! = В, 
因此 22, 也 使 И ЭЕ, FS 也 是 哈密 顿 算 符 的 对 称 变换 ,PP， 


满足 群 元 乘积 所 遵循 的 法 则 . 

(2) 如 F 是 哈密 顿 算 符 的 对 称 变换 ， 则 ЕС 也 是 蛤 窗 顿 算 符 
的 对 称 变换 。 由 于 | 

| Р.ЙРЬ 一 ñ, 
所 以 
PzP hP P, = 00:17:06: = ñ. (2.2-3) 
由 于 Ёғ E5 FEADAR, 因此 RE 一 是 哈密 顿 算 符 的 对 称 变 
H, x 
(3) 此 外 ,不 变 操 作 有 显然 是 使 ñ KEN, | 
| P ,R Pç: = . | (2.2-4) 

НЭЭН ЕЖЕ, ОРГИИ UE RE. | 


2.2.3 РЕЖИМА ИЛР ВЭЭ. 
(一 ) 对 称 性 群 


在 第 一 章 中 已 证 明 过 使 体系 不 变 的 操作 组 成 对 称 狂 群 ， 如 果 
чвавсЮюгкйЕШИНТЖ, Lus pusa 


дт сс O 
Я Ле 个 电子 的 原子 ,其 哈密 顿 重 可 表示 为 
B(r., Fis +) 一 一 之 + Vi | нээ i L 7 V ДЫ, 
_ x Ze L 1 уу =, (2.2-5) 
; r; 2- : ji; ij | 
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式 中 六 是 第 ;个 电子 的 矢 径 ,入 ERBA т; 及 r; 的 电子 之 间 的 
距离 。 式 (2.2-5) 中 的 第 一 项 代表 电子 的 动能 , 第 二 项 代表 电子 与 
Hih, Ze 的 原子 核 之 间 的 库仑 相互 作用 ， 第 三 项 则 代表 电子 之 间 
的 库仑 作用 . 

WR RE G, G 为 定点 转动 操作 组 成 的 群 ， 由 于 在 转动 操作 
下 , 拉 普 拉 斯 算 符 Vi 以 及 +r; Ж гсн 都 不 会 改变 , 故 

PBB = ñ. 

因此 A 属于 G. 


(2) 排列 群 


这 是 全 同 粒 子 所 属 的 群 。 由 于 全 同 粒子 体系 不 因 交 换 粒 子 的 
位 置 而 变 ,因此 全 同 粒子 体系 的 哈密 顿 算 符 必 属 于 排列 群 . 

用 己 代 表 排 列 群 ,如 КЄР, Д] 

PRAP = H. 

A 如 有 三 个 质子 位 于 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 ， 在 这 三 个 质 
子 的 势 场 中 运动 的 电子 的 哈密 顿 算 符 可 写成 

f= Ëg e ее 

2т |r 一 Р, | Ir 一 р, | Ir — р, | 

r 是 电子 的 坐标 , туул ач 是 三 个 质子 的 坐标 。 可 以 看 出 ， 如 将 下 
标 1,2,3 任意 交换 ,哈密 顿 算 符 固 不 变 ， 即 此 算 符 ñ 属于 排列 群 
Р, 
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本 节 将 介绍 用 与 群 元 素 R 对 应 的 算 符 Bx 作用 于 一 组 线性 独 
立 的 函数 的 结果 ,并 由 此 找 出 建立 群 表示 的 方法 。 
231 用 以 产生 群 表 示 的 基 和 拓 


如 有 一 组 线性 独立 的 冰 数 , 当 用 与 群 G 中 所 有 的 元 素 4 A,, 
…, 4s 相应 的 算 符 Pao Ра," Ёл, 作用 在 这 组 函数 上 时 ， 所 
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得 到 的 菌 数 可 用 这 一 组 独立 函数 的 线性 组 合 来 表示 ， 划 线性 组 合 
的 系数 所 构成 的 矩阵 就 可 以 作为 群 G 的 矩阵 表示 。 例 如 。 设 这 a 
个 线性 独立 的 函数 是 ф,,ф»» °° ` s has Bi | 


Ë „Фф, ын > D( А; )„„фь» | (2.3-1) 


Væ] 


Р(А,),, 即 线 性 组 合 的 系数 ， 下 面 将 证 明 ，D(4， ) 可 作为 大 的 
表示 (i 一 1，2， тәп), 
证 首先 必须 证 明 .D(4,) 满足 群 的 乘积 关系 


Р ¿a Pa ян PaP apa == P +, У D( А; Joubs. 
由 于 一 般 可 把 Py, 看 作 是 线性 算 符 ， 因此 可 将 上 元 写成 
Р, 5 D( А,),“ф, == Ур АЁ „уф, 


== 2, D ( A; )»һ 2, D( A, )уефд 


== У) s DCA, J D(A; Joupa | 


ix] V m] 


= У) (0САОР(4, Эн, 


一 У) D( AiAi Jiba. 
В, ВЕ D ў Е ЛЕНОК Ж 
р(4,)0СА,) = D(A;4;), 
D(A A; Jan 一 > DCA DaD Ai ) м» (2.3-2) 
ATD 可 作为 群 的 表示 ， мэ 
ЇЙЛ 2, (2.3-1)8У pis Ф» * . 称 为 产生 群 G 的 表示 的 基 矢 ， 或 


者 也 可 把 加，,*…… 描 述 成 为 依 群 G 的 表示 DOA) 变换 。 
例 一 Ш САЖ Е, 4, B, C, D,F ,将 这 些 元 素 作 用 在 
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其 个 固体 上 , ЖИЕ ЖАИ (x, МЭГ11!ЛЄЛ ТЭЙ!!! 
т = Rr,r = Кот, 与 各 操作 相应 的 R ' ЭЭЖ): 


E x 1 х \ 
‚ 1 > | 
A x — 1 x” | 
— 1 у' : | 
z | — 1 /\@ f 
B 2 \ | 
1 УЗ o| | 
x 2” 2 x° | | 
z, "2 2 й z’ | 
` 0 0 一 1 | 
C 1 V3 | | 
| 一 — 0 | 
x 2 2 Х | 
- 2.3-3 
0102-3127 
21 | л TZ Pilk | 
| | 
0 0 — 1 | 
р: 1 мз | 
x 710) 72 4 x | 
y | 一 | 3 1 ty |3 | 
z 2 7700. 0 2 | 
0 0 1 f 
— | 
F 1 / 3 | 
хү | 2 2 0 x | 
— | 
|- V3 1 | | 
z — 2 TF Pje | 
0 0 1 ) 


WME ф, = re, ф, = ye” FIER, 则 根据 式 (2.1-2) 和 式 (2.3- 
1 ) 可 得 到 群 G 的 表示 : 


• 94 +» 


E: Ё.(т) = (E r) = bo 
Р.ф (r) = pEr) = Ф» 


| А | | ЕА ээ 

D(E) -( |); : | (2.3-48) 
4: P фт) 一 (A r) = — хе" = — фу, 

рт) Сану = ph л 

— 1 0 
D(A -( ) нэ Е 2.3-45 
ГмМааллаттас 
V3 


В: Ёф\(т) = p (Br) = gP — 772 Ф,» 
x 1 一 зоо 
I V3 ` 1 
Ё Фү) шин ФХ B 'r) = шингэн ф, = 2? фзэ 


1 УЗү. 
-z 


x 


р(Ву-| _ ; (2.3-4c) 
2 79 | 
С: P op (r) = ФСС т) = 29) + 27 Ф,» 
И V3 1 
P b (r) = ф, (C tp) 一 w 一 л Pas 
1 м3 
2 2 
р(С)-| 2-1. (2.3-44) 
3 1 |, 
2777 


V3 


| 1 | О 
р; РФ (ғ) ын Фр) = 一 > Фф = ши Prs 


V3 1 
P p (r) = $X D ' r) = — Ф. > Фа» 


9.95 4 


2 2 
р(р) = ú : (2.3-4е) 
3 1 | 
7172-0732 
| 1 Из 
Е: Pb (r) = ФСЕ) = — > + > Ф» 
V3 I 
Ppr) = pÈ Fr) = 一 wz 一 7 Фа» 
/ 1 V3 
二 一 
D(F)=| _ . (2.3-40) 
4/ з 1 J 
2 2 


不 难看 出 ， 并 不 是 任何 一 组 函数 都 可 以 作为 某 个 群 G 表示 的 
ER, ПРА хе" 和 Уе" 在 Px, Р 1, НЫ -Pr 等 作用 下 所 得 到 
НУВ ВЕБ БУЎ жге" 和 ce- 的 线性 组 合 ,， 因此 这 两 个 函数 不 
能 作为 群 G КЖ. 

hd ,中 ,不 一 定 是 正 交 的 ， 但 可 根据 施 瓦 效 定 则 使 之 正 
交 化 , 妈 令 Ф, = 出， = аф, + Фаза 可 由 正 交 条 件 


| ФГФф,дт = 0 (2.3-5) 
ре, ВП 
| pray + ф, )4т = (), 
Ї 22 
4 二 一 J (2.3-6) 
| |p| 4т 
然后 可 令 Ф. = p, + бф, + Бф,» ВЕНЕ Ж 
| ip dr = 0, (2.3-7) 
| фз pdt = 0, (2.3-8) 
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2.32 ”函数 空间 或 矢量 空间 


在 通常 所 织 悉 的 坐标 空间 中 、 常 取 三 个 互相 正 交 的 轴 做 为 坐 
БАЯД, РД X,Y,Z. & ijik EY X, Y, Z ZAPADE, € 
们 是 相互 独立 的 ,任何 矢量 7 都 可 由 і, J, k АЈА ВЕЖ: 

r = їх + Jy + kz, 
х= Р, y = r. J, rz 一、 р, 
坐标 х,У,2 ЛЕКЕТТЕН АЖА. 

同 理 , 用 线性 独立 的 函数 Ф, Фээ ++, Da 作为 基 矢 的 空间 ,可 
称 为 让 数 空间 或 矢量 空间 ,用 尺 表 示 。 如 果 函 数 由 可 写成 内，…… 
Ф. 的 线性 组 合 | x 

ó = >  C,b,, (2.3-9) 
则 称 $ 属于 空间 R。 如 Ф,, Pretto Ф, 为 基 群 6 的 表示 的 基 矢 , 则 
称 由 Ф, РЕ ВЈВА 2 |Ы RKE С 的 表示 变换 , 

定理 ФАТ, Ф, eeto 所 决定 的 依 群 G 表示 变换 的 
空间 , 则 用 与 群 G 中 的 任何 元 素 4 相对 应 的 算 符 Р 作用 在 中 后 ， 
所 得 的 函数 P < 也 属于 空间 R. 

证 如 中 属于 К, Л  (2.3-9)34(2.3-1), Р,Ф 可 表示 为 


P Фф ин > C;ÊP „Фф, 


r=] 


= SS CDA Jubi = X Cide (2.3-10) 
k 


f=1 k=1 
Ch = 2, СХА) ы, 
Вр P Q 也 属于 空间 К,аз АЈ RER СЕН ЕЖА. 


2.3.3 тп) 5018) 55 ç 0] 5) йл Sk == [s 
如 Фу, ф»` Ps ЕСН) КАЈ 3, HH X EE pR п] де R 
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数 空间 , 即 当 用 各 群 G 的 元 素 相 应 的 算 符 作用 在 这 些 函数 后 ,所 得 
的 函数 可 表示 为 基 矢 的 线性 组 合 ， 而 这 些 系数 组 成 的 矩阵 可 作为 
群 G 的 表示 。 如 果 这 个 = 维 的 表示 是 可 约 的 , 则 由 Ф, тэ Pa PF 
决定 的 函数 空间 也 是 可 约 的 ; 如 果 这 样 决定 的 =” 维 矩阵 是 不 可 约 
的 , 则 意味 着 由 фу, ---, Ф„ 所 决定 的 通 数 空间 也 是 不 可 约 的 ， 

下 面 仍 以 元 素 为 下 , А, В,С, D, F 的 六 阶 群 G 为 例 来 做 说 
НЯ. WATIE IER: 

p = x°; pi = Y; p = z’; b, = yz; p, = zx; ф = xy. 
这 六 个 函数 是 线性 独立 的 ， 它 们 可 决定 一 个 函数 空间 К. 我 们 将 
指出 它们 可 作为 六 阶 群 的 基 矢 ,因此 尺 属于 G; 并 且 我 们 将 指出 ， 
这 个 六 维 的 函数 空间 是 可 约 的 ， 

将 Р, Р+, Р,, Рг, Pp, Р, 分 别 作 用 在 pit = ], `" *5 6) 


上 ,得 到 
| Рф, = Ф, P ,+, = Ф, Рф, = ptes 
RH Рф; 一 由 (i = 1,...,6), 
1 
1 
t 
D E) = » X( E) = 6, (2.3-11a ) 


P j = b, P j, = b, Раф, = b, Papi = Фф, 
Рф, шин Ps, P үф = --ф,» 


D( A) = ‚ ХОА) = 2. (2.3-11b) 
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1 3 А/ 
Р sp = Fh + 4 h — “зүс h, 
3 1 / з 
P р, = 4 ф, + 4 ф, + I P:s 
P pp = hs 
1 Аз 
Ё ъф, 一 了 ф + 727 Ф,» 
V3 1 
Ё а, БЕ wm 2 Pa 
V3 /3 1 
Р.ф, = ——— bh + — b + > Фф, 
1 3 V 3 
1 0 0 一 一 
3 1 /3 
4 4 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 
DCB) = 143 К 
0 0 5 “ү- 
V3 1 
0 0 0 — — 0 
V3 V3 1 
—> > 0 9 0 > 
X( B) = 2, (2.3-11с) 
1 3 M3 
Бф, = т 9 + ght 720 Ф. ә 
3 1 3 
Реф = + b, + 二 由 一 五 h 
Р -ф, = J;, 
1 / 3 


D( C) = 
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Ё Ф, 


Ё оф, = 


! 


-y p ? P.s 
/з V3 1 
1 p — ww + Ps 
3 V3 
z 0 0 0 4 
1 3 
4 0 0 0 4 
0 1 0 0 0 
R А 1 — 3 0 
2 
o о y3 1 ， 
Шш 2 
V 3 ! 
一 一 0 5 
Х(С)--2, (2.3-11d) 
I 3 3 
4 (b. + 4 Ф, + 20 Ps 
3 1 3 
f b T gT 2 Ps 
ф, т Pis 
Ни ф, + 720 фз 
/3 1 
— 5 Ф 2 ds 
из V3 1 
— Ф + ү b, 一 > Pys 


1 3 /3 
а 4 Ü 0, 0 £ 
3 1 M3 
z 1 0 0 0 w 
0 0 1 0 0 0 
D(D) = | V3 ; 
0 0 0 — шингэн 0 
Мз 1 
0 0 0 э 7, 0 
/з VF | 
2 2 0 0 0 — = 
Хр) = 0. (2.3-11е) 
Рф, ин 127 + 7 ин V3 h, 
Р.ф, = 二 内 十 4, + Уз Pas 
Ёр, = p, 
Р.ф, = > 2-3 Pss 
P „р, иш Уз 中 ы 59 
Рф, 一 V p, 一 V3, ; Ps 
1 3 V3 
F: x 0 0 0 4 | 
3 1 АЙ З 
z y 0 0 0 шингэн 
0 0 1 0 0 0 
D(F) = 1 V3 ® з 
0 0 0 TZ > 0 
V3 1 
0 0 0 — 777ү 0 
V3 V3 1 
шин, хилэн 0 0 0 — 


x(F) = 0. (2.3-11f ) 
由 于 群 G 与 扩 群 D; 间 构 ,有 三 个 不 可 约 表示 ,特征 标 表 是 


| Е (АВС) (РЕ) 
Г, 1 1 | 
Г, 1 — ] 1 
Г, 2 0 шин ! 


显然 ,由 pi 一 l,- ° .,6) 所 决定 的 空间 R 是 可 约 的 ， 由 


D = 2,4/Гүэ 


а; 一 n Y x*(R)xXCR), 


可 算出 
a = — [6 + 2 x 3] = 2, 
1 
а = 116—2 х3] = 0, 
6 
а, = - [2 x 6] = 2, 
6 
В|) 
D = 2Г,@?Г,. (2.3-12) 


上 式 说 明 , 6 维 的 可 约 表示 DD 可 简约 成 2 个 一 维 的 不 可 约 表 
示 六 和 2 个 二 维 的 不 可 约 表示 Ts。 显然 ,这 种 钼 加 和 一 般 的 征 阵 
91 А, Өл, ARED. 
ЯЛЖ Ф, Ф," - "Ф, 的 线性 组 合 为 
Ф = Ф, ф = p Ф, Ф = фо 
db, = Pss $s; = d, + Ф, + оф, 
Ф, = а(ф + ф,) + bj, (2.3-13) 
Р Pe, P o Prs Ёс, Po, Pr EHBE $; E G = 1,2,3,4,5,6) ñ 
可 得 到 
Р.ф, = 中 (š ын 1,2,5" 6) 
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即 在 新 基 矢 决定 的 空间 中 ， 元 素 互 的 表示 D'(E) 55 (2.3-11а) 
同 . 
Р, t = фі, Р.ф, = фә» Р.ф; = — фз, 
P aha == hys Р $, = ф,, Р po == ф%, 
在 这 一 组 新 基 矢 所 决定 的 空间 中 ,元 素 4 的 表示 可 写成 
-1 


D'( А) = 9 


Х(4)-2, 
与 (2.3-11b) 相同 ， 


同 理 _ _ 
1 3 — — _ 1 
P кф, ын 2 Ф ын V3 Ф,» Рф: V 3 Ф 2 $: 
V3 из 1 


1 
Р.ф, = > Ф + — Ф, Psh = —— $ — x фу 
P st; = Ps, Pips = Pis 


1-3 0 0 0 0 
2 
КЕ 1 0 0 о 0 
4 2 
'( B) = 1 3 
DD-| o „4 У oo o| 
0 o V3 1 Ó Q 
2 2 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1 
X( B) = 2 (2.3-14a) 


此 式 与 (2.3-11c) 不 同 , 即 用 ф 作 基 天 后 ,去 (2.3-11c) 的 表示 
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简约 成 不 可 约 表示 。 可 把 (2.3-14a) 写成 下 述 形式 


| 


э ХЭВ) 一 0, 


їл! 


XR( B) = 1, (2.3-14b) 
БП ЖЕН РА 25 [B] R y 8 pk. ВАЛУ. 3ERJPE 2 ЛЕН] R, 和 二 个 一 维 
ПОРА ДЕН] KR,， 用 和 上 面相 同 的 方法 可 得 


l / з 
Pepi = > Ф + тр $ 
Ёсф, = +V 3 hi — > $o 


V3 


1 
Pep: = > $: —— $o 
V3 l 
Pepi = — 2 ps — > Фа» 
P c$; = фу» Pepe = фе» 
> +з 0 0 о 0 
V3 1 5 O 
4 -3 0 Ü 
Ary 1 3 
рс) 0 0 > УЗ 0 0 
V3 1 
0 0 — 5 ний 0 0 
0 0 0 Ü 1 0 
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R3 
—> 3 
Ë 
可 
X(C) = 2, X(C) == 0, XË ( C) = 1. (2.3-14с) 
24(2.3-14с) 525 (2.3-144)н (2.3-145) 有 相同 的 形式 ， 
1 ҮДЭ 
Poe, = 720. pi 一 4 Фээ 
Рф, = үз Ф, = Ф, 
1 3 
Рф = — > h + —>— фу» 
3 1 
Popi = — —> $ — > Фе 
Ё Фф, = ф,, Ppp = фе» 
-5 V3 0 0 0 0 
3 _1 
М3 2 0 0 0 0 
1 3 
D'(D) = Ü Ü “у -У3 0 0 
V3 1 
0 0 шилж — 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1 
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R? 


Х(р) = 0, Х(р) = —1, XD)= 1. | (2.3-14d) 
V3 


| 1 
P rb = — > Ф + — $ 


P, = — V 3 b — Ç $> 


P „Ф, = Pss P кф; = Pss 


1 __ 
一 二 一 V 3 0 0 0 0 
V3 1 
一 本 0 0 .0 0 
1 3 
D'(F ) 0 0 - 072000 0 
3 1 
0 0 — 一 了 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 
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R? 


2 


X(F)= 0, XA(F)=—1, X(F)=1, (23-14) 
此 外 , D'( E) 与 D'CA) 也 可 看 作 具 有 式 《2.3-14b) 的 形式 ， 
ХЭ(Е)-- 2, ХЕ) = 1, X4) = 0, XA(A) = 1, 因此 , 从 以 
上 名 式 可 以 看 出 ,选用 新 的 基 矢 $G = 1,2,3,4,5,6) 后, HAZE 
司 秽 约 成 两 个 二 维 的 空间 R, 和 两 个 一 维 的 空间 К,, AIE R 和 К, 
К RATZEL. 在 R M R, 中 , 元 素 的 表示 分 别 是 二 维和 一 维 
的 ， 其 特征 标 和 不 可 约 表 示 分 别 与 T, 和 Г, 相同 , 即 通过 将 A, 
几 …… 必 做 适当 的 线性 组 合 得 到 新 的 基 和 天 ФОУ = 1，…，6)， 由 
$, 作 基 矢 而 决定 的 子 空间 Ri，R3，Ri 和 R 都 是 不 可 约 的 . 
下 市 将 讨论 如 何 找 不 可 约 函 数 空间 的 基 矢 以 及 这 些 基 天 的 性 
д. 
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为 了 说 明 如 何 求 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 本 节 将 首先 介绍 不 可 约 
表示 基 矢 应 该 具有 的 性 质 . 
241 ДЕЙНА ЈЕ ЕВЕ 
对 于 任何 函数 d 和 Ф,, 如 果 用 算 符 Р, 作用 在 函数 后 ,积分 
| far 的 数值 不 变 , 即 


16731422 = СО (2.4-1) 
则 算 符 Prk 是 么 正 算 符 
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定理 一 “如 果 与 群 G 中 的 元 素 尺 所 对 应 的 算 符 Ë, 是 么 正 算 
符 , 则 由 Pr 作用 在 (i 1,555, 2) 上 所 产生 的 表示 是 么 正 表 


"ri 


Л. 
证 
Рьф, = > DCR Japas 


人 


P Rb; ин > ЮС К) „Фи. 


#5 


根据 式 (2.4-1), 如 Px 是 么 正 算 符 , 则 
| (Ёьф;)*Ё фат = | pi фат 


= 5 > о"), ФТРСВЭ,фФат, 


ЖЖ ps фу 之 间 是 正 交 的 , 即 
| Ф2ф,дт = бм, 
则 由 式 (2.4-4) 有 
| | (Ёьф;)* P фат 


= 2, >; р*(К),рСК), рь 一 биз 
1 


即 | 
>  D(R)#D(RD = 5, 


或 
D*( R )›; шин D (R): 


(2.4-2) 


(2.4-3) 


(2.4-4) 


(2.4-5) 


即 DCR) EALER, ВАЕ. РЕВИПЕ  ТШ2Е 


算 符 Px 所 产生 的 表示 是 么 正 表 示 ， 


如 果 元 素 尺 是 对 称 性 群 G 的 操作 , 即 Реф (г) = ФОКС), W 
| Pro Prb dr = | (ФСЕ) Е) ат, (2.4-6) 
由 于 积分 是 对 整个 空间 进行 的 ， 积 分 值 不 因 坐标 的 对 称 变换 而 改 
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变数 值 ,因此 与 对 称 变换 对 应 的 算 竺 Bx 是 么 正 算 符 . 


24.2 ”不 可 约 表 示 РКК) 的 第 4 列 基 矢 所 满足 的 充 要 条 件 


(1) 定义 ， 如 群 G 的 第 i 个 不 可 约 表示 Di( R) Ж di 维 的 ,并 
设 fotte ,fa 是 ОСК) ВУ 5, ДЕ Х. 
Ё}, = У: рік), | (2.4-7) 
М ПКТ e 列 的 基 矢 * 因 为 与 其 有 关 的 矩阵 元 
都 在 第 & 列 ， | 
(2) 做 为 第 上 列 基 矢 的 充 妥 条 件 : 将 式 (24- 7) РУТ 
рК), 并 对 RR 求 和 ,利用 第 一 章 的 式 (1.5-24), 可 得 到 


2 DO = Di D, ОСКИ" 
R “хийгээр 


шин > 4 шин бн ‚ад ни В. О (2.4-8) 
令 u = Н» ] == 1» 由 式 (2.4-8) 得 
> рік), Ёў! 一 =}. © (2.4-9) 


这 就 是 р. ТЕА Di( R) Ж А яктын 
有 反之, 如果 


fi = — 2 : 23 D:( R )&. P rfl» 


Pfi = а. У) рСЕ Р P j. — (24-10) 
将 右边 的 RR 改 成 (5-'R)， > 并 不 因 这 种 更 换 厕 变 ， 即 
Psfi = H 23 PS RL Bs Baad | 
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9 Уу 0122 
К 


- 4 УЭЭ:32:1653:72163:37) 
R k | 


= УТ a S` DRE P rfl 
k R 


= S, D(S)ak. 
n 


上 式 说 明太 是 Di 的 第 1 列 的 基 矢 , 因此 式 (2.4-9) 式 既是 做 


为 基 矢 的 必要 条 件 , 也 是 充分 条 件 . 


243 ” 准 投影 算 符 Êi 
定义 ÑERA 
P= 2 У p (OBP, 
的 算 符 Ф| 称 为 准 投影 算 符 . 
性 质 #2 ЕНЕН Е, 
Фу ==! >) DRE: P fi 


(2.4-11) 


ш 1 2, 2; РСК) РСР), |, = fyddan, 
R m 


„М, Л, r “р 
9211, = 00:5, 


(2.4-12) 


旭 Pi 只 能 把 f 投影 为 第 7 个 不 可 约 表 示 的 第 IER. 


244 恢 于 第 7 个 不 可 约 表示 的 基 矢 F 


定义 所 有 各 列 基 矢 之 和 称 为 该 不 可 约 表示 的 基 矢 户 ， 


f= Ур, 
将 准 投影 算 符 作用 在 Р E , WI 
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маг | нэ | 
Pif = У Фр, = 2 Н, = ҢА. (24-13) 


АЛЕН Я НОРА АЖ Жеш ыт R fi h ЛЕ. 
1 列 的 基 和 天 . | 
245 ”投影 算 符 P 
ЖХ WERA 
ĝi = =! Ў XCR) Pa (2.4-14) 


的 算 符 称 为 投影 算 符 ， 将 21 作用 在 关上 ， 
piji = а Урі (К), P fl. = [д бу. 
ВЧ 1 求 和 得 
“z У ХК) Prf = 2 Нда = 8,» 
К Д?. 


| Ф? „ = [1.6 (2.4-15) 
Ф = X, р У hor = fap = f, (2.4-16) 
ИП = РА 
f = >f, 
MEAR f 中 可 能 包含 各 不 可 约 表 示 的 各 列 基 和 拓 。 当 用 投影 算 符 
Bi 作用 于 该 隙 数 f Ла, 即 可 由 f 中 找 出 第 了 个 不 可 约 表 示 的 
ER, l f 
Dri = 2! > fi = >, 118», (2.4-17) 


再 用 准 投影 算 符 Pi 作用 在 Р" EBREHE? КАК 
第 4 列 的 基 撩 。 显 然 , 如 已 知 特征 标 即 可 求 出 投影 算 符 , 而 要 求 准 
投影 算 符 则 必须 知道 不 可 约 表 未 ，。 
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2.4.6: 定理 


г EM- 不 同 的 不 可 约 表 示 的 基 矢 所 ，f" 正 交 ， 同 一 个 不 可 
约 表示 不 同 列 的 基 矢 ho 入 ,也 是 正 交 的 ， 
证 设 P, 是 么 正 算 符 , 则 


P h = 2, D'(R)ufl, 
P gtk - 2 ОСЕК н], 
| 06:15:36: )ar 一 | Ре fedr 
| 一 之 2, 9160:3)1246:3770112:712 


将 上 式 对 R 求 和 ,得 
васе У) D, = odd ИГ АТ, 
1 д” I 


即 
и іе d=} 88 > | НУ аг, (24-18) 
| “如 j 闫 六 可 证 明 不 同 不 可 约 表示 的 基 矢 正 交 ; 
mj = P, k = 6 可 证 明 同一 不 可 约 表示 不 同 列 的 基 矢 正 交 . 
|a= + у) рае, (24-19) 
此 信 与 无 关 . 


定理 二 如 及 为 群 @ 的 第 7 个 不 可 约 表 示 第 & IER, Ж 
Brst = SP к}, = Š 2, D (R) = > Р/(К), 51, (2.420) 
RR Bf 也 属于 第 7 个 不 可 约 表 示 的 第 & 列 。 同 理 可 证 

| J: (757 dr = тё буу >J от. (2.4-21) 


定理 三 f Hf; 分 别 依 不 可 约 表示 D' 和 Di 变换 ， 则 [Л 
X D'OD 变换 ， | | 


证 P. = ХЭВ, 


Ё gfi = > DICR Jret s 


P RCH) = Pafi) P fi 
= > > рв), (кы 


= S ovn Rh (2.4722) 
而 
D, (R) = D'(R),,,D:( R),,, 
故 是 直接 乘积 D'@ D' ñu ya ус. 
例 下 面 以 六 阶 群 D, 为 例 ， а 
算 符 来 选 出 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 
由 一 Фф, = у, p = г, d, = yz, б; ях, 4 шил 


b: = Si Уух о (кур, 
£ р Е: 
先 求 不 可 约 表示 Г, WEK, 4-1, ЭН Е 1, 
x*《R) = 1, ЯЛ ЕА, 548 | i 
Ёт, 一 二 > (+ 4-8, 
6 5 6 СОМИ 
3 з 1 3 ` 
+ b a h + jh тү 9 
/3 1 3 /3 1 
+ >Ë + +b + Jb Бол P + Фф 
3 V3 1 
Жсүфу- УЗ) = > СФ + Ф). 《2.4-23a) 
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司 理 | | 
Piq, = 2 (Ф, + Ф), | (2.4-23Ь) 


Prip, = q, (2.4-23c) 
ЁТ, = Рта, = РТ, =0. (2.4-23d) 
由 以 上 数 式 说 明 , 由 Фф, Ф, d 不 可 能 选 出 了 的 不 可 约 表示 的 基 
R КИ Г, 的 基 矢 只 可 由 Ф,, $, 和 gs 中 选取 . 设 
ф = аф, + Рф, + chs 


Pru = > (a + bh + hb) + сф, 


WR Ф ЕГ, ЖАХ, Д 
P Yl — Фф", 
Bp 


L (а + Ф + Ф) + сф, = abi + bb, + сф, 


由 此 得 到 4 = 6,80 $ = aldi + Ф) 十 cp， 显然 式 (2.3-13) 中 的 
d 及 +, 都 属于 这 种 形式 . 
由 于 有 两 个 不 可 约 表示 To SHERDAY 
фу = alp, + Ф) + саф», 
Фі = 4: ф, + Ф) + сәф, 
由 归 一 化 及 正 交 的 要 求 可 定 出 dis 225 Сүз CA Г» ВУЖ: 
X(E) = 1, ХА) = X( B) = Х(С) = —1, 
(р) = X(F) = 1, 
Ёт, = PT, = P Tp, = Вор, = Втр, = Ёар, = 0, 
此 点 由 简约 关系 也 已 得 出 , 即 用 这 组 Ф = 1,……,6) 不 可 能 组 成 
了 的 不 可 约 表 示 的 基 天 ， 
Г. ЖЯ: | 
X(E) = 2,X(A) = X( B) = X( C) = 0, 
Хр) = X(F) = 1, 
dr, = 2, 


° 114 ° 


pry = n (h, 一 ф,)» 
Ёт, == >. (Ф, — ф,)» 


Ёт, = 0, ЁГэф, == у, 
P эф, == Pss P Гэф, = d, 


с ,由 于 这 个 不 可 约 表示 是 二 维 的 ， 要 利用 准 投影 算 符 求 出 第 一 
列 和 第 二 列 的 基 矢 。 利 用 式 (2.3-4) 诸 式 作为 不 可 约 表示 可 得 


Фф = 3 У) ри '(R)Ë рф, 
1 1 1 
— — P ‚— Ё 1 шин 1 — Ë 1 
ЯН: ah + P sh + — сф 
一 二 Poh Br 
© 1 1 /1 3 V3 
= + (севе уа) 


1/1 3 V3 
+- на ф, + — b + 150) 


1 3 V3 
m (1 ф + — {© _ 2 h)| = 6, 
Фф, = 0, Pih = 0, 
Pin = + |P Ра + Рьф, + > Роф 
-È Pog — 2. В| 
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V3 


1 21 | 1 
71005 yat gp ht gy” 


-У3 Уз 


-ф, + Ф. — ——— ф, 
1 AM 了 
十 r + 0, = dhs 
21%, = 0, ъф, = ph, 


因此 ， = э, ф = ээ ЗИ Г, 的 第 一 юж, 
ЕЮ Ф 与 办， | 


1», 一 > > DB ( R)P кф, 
R 


нэн Pah — È Bab Боб 


R 


1 /1 3 уз ) 
-z (Fat 4+ 2 фь 
-z (Fh t a- 2 P 
| | 

= — (Фф, — ph). 
2 


Фр, = 1 (ф,— p), 显然 Фф — Ф) = Ф Фф, 


2 
Фф, = 0, Ф», = Pss Pips = 0, 


+ {16 ° 


因此 ， Г, 的 第 二 列 的 基 矢 是 ф, == p 和 Phs, | Bp Г, 的 两 组 基 
RA 32-07, хуу ЖП хе, уг, RAR (2.4-7) 可 以 直接 检验 这 两 
HEK, 

E D, 的 特征 标 表 中 ,如 果 我 们 将 有 关 不 可 约 表示 的 基 矢 写 在 
不 可 约 表示 的 左 方 , 则 得 


| Е АВС DF 
х? -十 yz, z° Г, | 1 1 1 
Г, | 1 -1 | 
х! — у?, ху 
Г, 2 0 “a | 
YETT 
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表示 的 基 矢 ， 从 而 把 $ 2.3 所 介绍 的 矢量 空间 ,不 可 约 空间 等 概念 
与 量子 力学 中 的 有 关 问 题 相 联 系 . 


25.1 定理 


ШШ А 在 群 6 的 变换 下 不 变 , 即 群 G 是 哈密 顿 量 肥 所 
属 的 对 称 群 ， 则 与 本 征 值 Е, 相应 的 哈密 顿 算 符 A 的 本 征 函 数组 
成 群 CE 的 表示 的 基 矢 ， 

证 phl) Æ A REAR, KEEA E AREG, A 
群 元 相应 的 算 符 是 Br, 则 

P B Ps =Й, 
фі, = E Pin m 一 l,2,: ° "sdis 
Вр Е, 是 4, 度 简 并 的 . | 
ЁНЁР, = EP edins (2.5-1) 
(P rdn) = EP reh). (2.5-2) 


. 7 * 


式 (2.5-2) 表明 , WR Ф, E В URERA, И Proh tE A Ж 
征 函 数 , 具 有 相同 的 本 征 值 E. 
由 于 E, 是 4, 度 简 并 的 , 故 Proh 可 写成 这 4, 个 函数 的 线性 


组 合 ， 
4; | 
Р фі, = > D'( ) амд. (2.5-3) 
” 551 


下 面 将 说 明 上 式 中 的 系数 组 成 的 矩阵 D'(R) 满足 群 的 乘积 关系 . 
将 式 (2.5-3) 两 边 用 P s 作用 , 则 


PsP poi, —= УХ D'( R JamP sph 
= > > р'‘(К),„р'(5)афі 
1 72-51 


= > > D'(S)=D'(R),,, | фі. (2.5-4) 


由 定义 知 
Р.Р,Ф, = > D'(SR )1xbi, (2.5-5) 
D'(SR Jam 一 3 D'(S)1nD' С К))„„. (2.5-6) 


因此 , P'(R) 可 作 群 6 的 表示 , 而 与 E, 相 联 系 的 本 征 函数 组 成 天 
BZH, RiR ЕСЕНТА. фф EX, MATEK 
系 不 因 坐 标的 线性 变换 而 改变 , 故 有 


| өг 一 “mn 一 | ФСЕ ғ) ТФ (Е) 147 
一 | Proh)" P кф): 
ш >, 2, | реву? DR api йг 
k l 
= У) У) рК) РЕ) дц 
k 1 
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= 2, D'(R)ED'(R)m 
一 2; D'(R)MD’ CR Jins 
因此 | 
ТУ(К) = р‘ (р), | | (2.5-7) 
BH p'(R) 是 么 正 表示 ,由 EREZZE R, 是 么 正 空 间 ， 
由 上 所 述 我 们 得 到 一 个 很 重要 的 结论 ， 即 某 个 简 并 能 级 的 本 
征 函 数组 成 哈密 顿 量 所 属 的 群 表示 的 基 矢 。 通过 这 个 关系 ， 群 论 
建立 了 哈密 顿 量 的 对 称 性 与 其 本 征 函 数 的 简 并 性 和 变换 性 质 之 间 
的 联系 ， 这 个 定理 的 重要 性 在 于 可 以 通过 群 的 表示 理论 来 描述 某 
个 能 级 的 简 并 性 及 在 群 作 用 下 其 本 征 函 数 的 变换 性 质 ， 虽 然 并 不 
能 知道 本 征 值 的 数值 ， 但 是 可 以 得 到 不 少 有 关 对 称 的 信息 。 后 面 
将 看 到 这 对 于 计算 一 些 和 矩阵 元 及 确定 选择 定 则 都 是 很 有 用 的 ， 


2.5.2 ”正常 简 并 和 偶然 简 并 


如 果 P, 代表 所 有 与 应 对 易 的 算 符 , RE G, 设 所 有 Ó, 作用 
在 某 一 个 与 Е, 相应 的 本 征 函数 ФЬ 后 ,可 以 得 到 所 有 的 其 他 简 并 
的 本 征 函 数 ， 则 这 种 简 并 称 为 正常 简 并 。 例 如 已 熟知 的 ! = 1 ÉS 
”函数 是 角 动 量 算 符 的 本 征 函数 ,具有 (21 十 1) 一 3 ЖЖ. А 
面 将 指出 ,通过 坐标 转动 的 操作 ,可 以 从 任 一 个 函数 得 到 其 它 的 
KA. 

然而 ， 对 于 某 些 情况 并 不 能 通过 对 称 变换 而 得 到 所 有 的 简 并 
术 征 函数 ， 例 如 氧 原子 能 量 算 符 的 本 征 函 数 2: 和 2p 虽然 是 属于 
同一 个 本 征 值 E, 的 本 征 函数 ， 但 是 却 不 能 用 一 般 的 对 称 操 作 将 
25 函数 变 成 2p 函数 , 这 种 简 并 称 为 偶然 简 并 . 产生 偶然 简 并 的 
原因 比较 复杂 ,往往 由 于 某 种 隐藏 的 对 称 性 ,在 此 就 不 去 详细 讨论 


25.3 系 一 
如 果 没 有 偶然 简 并 ， 根 据 群 GE 的 不 可 约 表 示 而 变换 的 本 征 函 
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数 属于 相同 的 能 量 
mE M, REG; Pro = 2, D'(R Yudh s РКЕ) 是 不 
可 约 表 示 。 | 
如 设 Аф: = Еф, СЭ В MERE, WI 
РАР = Н, 
P RAPIP Фф!) = E brp, | 


AC P кф) = E, Prp; = E, > D'(R), Pl. (2.5-8) 
P 


5-7. | | 
АСВ) = А У ріл), 


= >, D'(R ),„Афь 
b? 

= X` рв), „ЕФ, (2.5-9) 
kr 


由 以 上 二 式 可 得 | 
E, DDR Jadi - > D'(R)wiE bk, 
两 边 乘 以 Ф 对 整个 空间 积分 ,和 用 本 征 职 数 的 正 交 性 得 
ED'(R)m = D'(R)mE ms 

(Е- En)D'(R)n = 0, (2.5-10) 

设 本 征 值 共有 e 个 不 同 的 数值 ,分 别 为 
Eis Ens + Eas 

并 且 为 简单 计 , 设 

E, = E, = --- = E, = Е, 

E; + = E; +2 = * == E; +i, = Бү, 

aa <= F, =E, 
则 由 Eí > Er > +++ 2 E, KO AC2.5-10) FÍ 81, D ( R) 必须 具有 
如 下 形式 .: 
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22 r 1 TI TPf r24 


24 2 列 ta 列 
i IX 
D'(R) =; fii 200) 
š, SI Р” 
D'(R) 是 可 约 的 ,与 假设 矛盾 。 由 此 得 到 
E, = E, = --* = E, = Ё,, (2.5-11) 
RERE G 的 不 可 约 表 示 变 换 的 基 矢 属于 相同 的 能 量 . 
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如 果 第 a 个 不 可 约 表 示 的 第 # 组 第 i IWERI Фә, ATI 
讨论 如 何 利用 群 的 不 可 约 表 示 的 性 质 计算 在 量子 力学 中 第 用 的 牛 
Ёл: 

| Ф?Йф 4 = (081920. (26-1) 
НТР G, RE G, 则 | 
(фа |А | фу = (4%, || Фа) = (Рф: | Въ8ф;У 
хээ «В рфа, ПР ъф“, 9), 


= 2 2 DRED” Rin lba Aloro). 
将 上 式 的 两 边 对 所 有 的 群 元 素 求 和 ， 并 利用 不 可 约 表示 的 正 交 关 
Ял»!!! 
У ай) = У) |>) рер" O| 
x (Q; lA paido 
geba lA lor) = У) Ў) C бидода (Фа | B|), 


ИП 
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(фе Аф) 
= Paw,, тн > | СЭШСОГ (2 6-2) 


< -| 


H EAE: 
(1) 如 果 du 和 фунт 分 属 群 G 的 不 同 的 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 
а Æ | 
(фе | BIG) = 0. 《2.6-3a ) 
(1) ШЖ e= а, (B фа, 和 是 分 属于 群 G 的 第 ca 个 不 可 
约 表 示 的 不 同 列 的 基 矢 , 则 仍 有 
(Ф5|Н|025) = 0 ; = j. (2.6-3b) 
(8) 400 a = оа i=j, MJ 
(1,1019) = = У 1010), (26-32) 
与 ;的 值 无 关 . 
我 们 也 可 将 上 述 结果 推广 到 计算 跃迁 几率 和 微 扰 理论 中 兆 用 
的 年 阵 元 


CALACA 
2 Mt 是 一 个 和 第 8 个 不 可 约 表示 第 《 列 基 矢 有 相同 变换 性 质 的 
а, 其 定义 为 PrRMRPR ын >` (К), „М, ШТ М} 属于 ГУ, 
у 
Pai 属于 рс, 故 
P (MR poi) = P MPP Рф, 
= > >, DECR ),,09, (R )Mk£& фир 
Ç i 


ин 2) рё, ua (RYM Epai)» (2.6-4) 
其 中 
DE, (R) = DeC RDR) 
是 直接 乘积 D'OD” 的 矩阵 元 , 即 (М фа) fk рер" 变换 .可 
将 D'OD” 简约 成 
D'@D == 24440, (2.6-5) 
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НЭХ, (2.6-34) 的 推导 过 程 可 知 , 只 有 当 рор" 的 分 解 中 含 
有 第 c 个 不 可 约 表 示 时 ,积分 (Ф 1 М 25) 才 可 能 不 等 于 零 . 由 
Т 

or 一 一 >, (Еу Эхе (ВЭ, 

2. = A > хуки Кух" (В) >< 0, (2.6-6) 
同 理 可 证 《ps| МФ) Ж D OD р" 变换 . 
设 
DODOD" = 5;a,Dr, 

注意 ， 不 变 的 不 可 约 表 示 D'( 即 对 所 有 的 Кє G, 其 特征 标 XCR) 
8р29 1 的 表示 ) 的 简约 系数 a, 为 

a, = = > XC RY*XECROX (R), (2.6-7) 


与 式 (2.6-6) 对 比 可 知 а, & an AE RI — AERE: 
只 有 当 рер" 的 简约 中 包含 D°, REE D *@ DI GD“ 的 简约 
中 包含 不 变 的 不 可 约 表示 р, 矩阵 元 (ФАМ фа) 才 有 可 能 
不 是 零 . 
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本 节 将 利用 上 面 的 结果 讨论 微 扰 势 对 于 能 级 简 并 度 的 影响。 
设 零 级 近似 的 薛 定 请 方程 为 


Pr; = Etx} G = 1--4)). (2.7-1) 
设 有 微 扰 后 的 哈密 顿 量 , 本 征 昭 数 与 本 征 值 分 别 为 
PB = Й, + АЙ, -18,----, (2.7-2а) 
Фь = Ф + Аф + p+ (2.7-2b) 
FE, = Е HEY + LEV.... (2.7-2c) 
! 
设 фи = > Crixy. (2.7-3) 
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| Нь, = фыр, Е (2.7-4) 

将 以 上 各 式 代 人 后 得 
Н,фО = EVY, (27-84) 
Ap? + Apl = EVY + ELVY (2.7-5Ь) 


由 上 式 避 得 
| (Bñ, — EYL = (E? — Й), 
双方 乘 以 * 综 并 对 整个 空间 积分 ,利用 А, WJ Ja bk 48. 21] 
(х3,1й,-ЕО)|ф2) = lrt EL — Â 149) = 0. (2.7-6) 
将 式 (2.7-3) 代 和 人 后 可 得 一 组 线性 方程 


У (х9, 11, — ЕЗ |х9,)С7 = 0, (2.7-7) 
要 С?! 有 异 于 零 的 解 , 下 述 行 列 式 必须 为 零 : 
Рег |х, |, — EŞ) |х) | = 0, (2.7-8) 


行 的 指标 是 , 列 的 指标 为 1, 由 此 便 可 解 出 一 级 能 量 修正 值 ЕЧ, 
ЕФ,. .. 
设 x 与 до 之 间 是 正 交 的 ,行列 式 可 写成 
Det| (Ê, Ju — E)8,,| = 0, (2.7-9) 
常 把 这 个 行列 式 所 决定 的 ЕО 的 方程 式 称 为 久 期 方程 ， 下 面 分 两 
种 情形 讨论 . 
(1) É, 及 B, HET C: (х, 和 хїї 随 不 可 约 表示 D" ЖЕ 
№, 由 $ 2.4 中 的 定理 知 访 xs， 也 是 属于 第 个 不 可 约 表示 第 1 
列 的 基 矢 ,因此 (人)w = (AD. SE, (2.7-9) 中 只 有 对 角 项 
存在 ,因此 
E» = (Вл, | | 
Е, = EL + (B), (27-10) 
ВЕ, PE f 度 简 并 ,只 是 能 级 移动 了 AA). 
(2) ñ, 属于 G, B, ÆT G., G, 是 G 的 子 群 . 对 于 G 来 说 ,由 
х2(3-1,/3-, f) 可 组 成 不 可 约 表 示 Р" AWER, 1E D" 对 于 G 的 
TR G, 来 说 却 可 能 是 可 约 的 . 为 了 区 别 起 见 ,我 们 把 原来 的 D” 标 
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аж DE, с. 的 不 可 约 表示 标记 为 Р, Жр: 简约 成 Ds (8888 
组 合 (r = ] 2 С), сж С, 的 不 同 不 可 约 表示 的 数 且 ? 


рв) = У) ¿Dk (R). (27-11) 
如 Ро, 是 n, Ж), M | 
f = Jam, (2.7-12) 


计 入 微 扰 后 , нщ В ETTE G, 和 Â 的 本 征 值 相 对 应 的 本 
征 函数 是 D5 的 基 矢 , 相应 的 本 征 值 是 п, 度 简 并 的 。 这 说 明 ， 没 
有 微 扰 时 了 度 简 并 的 能 级 ,在 计 人 微 扰 后 ， 能 级 可 能 分 裂 , 简 并 度 
КФ. 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,不 必 求 解 薛 定 谓 方程 ,利用 群 论 就 可 
以 讨论 微 扰 对 于 能 级 简 并 度 的 影响 ， 这 种 讨论 对 许多 物理 问题 是 
很 有 实际 意义 的 。 正 如 上 面 所 指出 的 ,至 于 能 级 的 具体 数值 , 则 必 
ШИ ЕЕ ЖЕШ ЭЕ ЖЕНЕ. 


й 设 应 = 一 ty 一 eV(r), V(r) 是 球面 对 称 的 势 .如 


Й, = —eV', У 具有 点 群 D, 的 对 称 性 , ЖИЛ Й, 对 
B, 的 本 征 态 中 1 = 1 的 能 级 简 并 度 的 影响 . 

Ш 1-1 的 能 级 是 三 度 简 并 的 ， U PI BA Ү.К(7), Ү.К(7) 
和 Үүл ЕС) 可 组 成 点 群 D, 的 三 维 表示 D( R). 可 以 证 明 , DCR) 
可 简约 成 D, 的 不 可 约 表 示 如 下 : 

DÈR) = Г.ФГ,, 

央 在 微 扰 势 的 作用 下 ， 三 度 简 并 的 能 级 可 分 有 裂 成 一 个 二 度 简 并 的 
和 一 个 不 简 并 的 能 级 . 

证 由 于 


3 . 3 r+ гу 
Ү, = —— 8x sin Өе’? = 一 r= 一 一 - Бо» 


— 


3 2 
Y, == 4л + ° 
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3 | 
Үү = наст = 85.7? 


3 z 
ф, = 4л r? 


所 具有 的 变换 性 质 与 x, y, z 的 变换 相同 . 
根据 式 (2.3-3), 用 这 三 个 基 矢 Фф,4..ф, 得 到 的 表示 为 


1 一 1 
os) -| 1 » D(A) = 1 5 
1 —1 
I 13 
2 7772 0 
D( B ) = 3 1 э 
2 2 
0 0 — 1 
1 43 
2 2 0 
DCC) = |у 3 1 о |» (2.7-13) 
2 2 
0 0 —1 
1 мз 
-7z 2 Ü 
D(D) = V3 1 9 
— z 2 Ü 
0 0 1 
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-5 一 本 0 
D(F)=|]|./ 3 1 

z Tz 9 

0 0 1 


X(E)= 3, X(A) = X(B) = X(C)= —1, 
Х(р) = x(F) = 0, | 
Жр = 2>;a,T;, 则 由 D, 不 可 约 表 示 T; 的 特征 标 可 得 
a, = 0, a, = ], а, = 1, 
因此 
D = Г,ФГ,, (2.7-14) 

即 三 度 简 并 的 能 级 在 有 D, 对 称 的 微 扰 势 作用 下 分 裂 成 对 称 狂 为 
Г, 与 了 的 两 个 能 级 ， 
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281 轴 转 动 群 | 

Ri IH] 92 2 1⁄2 l| 217: — 23: 22:10:44 fg БЕНЗ ЕКЕЖ ВЕЕ, WA 
群 有 无 限 多 个 操作 ,任何 两 个 操作 都 可 对 易 , 因 此 这 个 群 是 阿 贝 尔 
群 。 阿 贝尔 群 具有 如 下 重要 性 质 : 

(1) 每 个 元 素 自 成 一 类 ， 由 于 对 任何 X€ G, 

XAX-1= АХХ = А, (2.8-1) 

可 证 明 阿 贝尔 群 的 每 个 元 素 自 成 一 类 

(2) 每 个 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 。 不 可 约 表 示 的 维 数 1, 和 和 群 
阶 # 之 间 存 在 关系 


> li == g, 
л ХЭ УХАХ» ПОТ 1175. р, # ЗЕТ g ,因此 必须 
==] 15 1,2," °H (2.8-2) 


ВПАЛ a| у д Арле — ЕНУ. 
.127- 


很 容易 求 出 轴 转 动 群 的 不 可 约 表示 ， 如 取 x 轴 为 转动 轴 ， 对 
称 操作 可 表示 为 
CCP) CCa) ССр), 


C(pi + p) = С(ф.)С(ф,), (2.8-3) 
相应 的 表示 也 应 满足 类 似 的 关系 
DCp + Ф) 一 РСф, УС). (2.8-4) 


与 操作 С(ф) 对 应 的 算 符 Р, 应 满足 么 正 算 符 的 定义 
| Boo)" Poda шин | а". 


但 是 由 表示 的 定义 有 
Ёр = Р(ф)ф, 
于 是 
Dle) = 1, 
可 取 
Dle) = е, (2.8-5) 


由 于 С(ф) 必须 满足 单 值 条 件 
С(р + 2л) = С(Фф), | 
ex] G= 0,+1,+2,: °, (2.8-6) 
因此 常 把 轴 转 动 群 的 不 可 约 表 示 写 成 
Dlo) = е" т = 0, +1, +2,+43.--,‚ (2.8-7) 
正 交 关系 可 写成 
Ë= ‚ | 
1 | e "ve "Дф = 一 人 or (2.8-8) 
2т J0 


式 中 取 一 十 为 归 一 化 常数 . 
VY 2r 
2.82 ”完全 转动 群 | 


可 以 证 明 , 绕 通过 一 定点 的 任意 轴 转 任何 角度 的 转动 组 成 群 ， 
这 个 群 称 为 完全 转动 群 。 本 六 将 介绍 这 个 群 的 分 类 及 不 可 约 表示 
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的 特征 标 。 关 于 这 个 群 的 不 可 约 表示 基 矢 的 许多 性 质 ， 将 在 下 一 
章 册 详细 讨论 . 
(1) 通过 同一 点 的 任意 转动 轴 转 动 相同 角度 的 操作 同属 一 
类 。 令 К(«„&) RERE о АЈ оё 转 & 角 的 操作 ， 
(а) = R(—a, D 
DREL, 06 Е Уг KÉ [Hl 
上 .上 人 述 转动 可 通过 下 述 步骤 进 
行 : А А 
_ уйш өй, БВ 
oz 重合 ， ко, x); 
(ii) ох 转 a 6, Р(а,=); 
Gii) 81905 £ < 轴 转 —0 


角 回 到 原 处 ，R( 一 09,x), 故 图 2.8-1 
В(а,6) = R(—0,x)R(ca,z)R(0,x) 
= К(0,х) Е(ас,т)К(0,х). (2.8-9) 


根据 类 的 定义 ， 从 上 式 知 К(о,) 5 К(а, z) 属 同一 类 .由 于 这 
里 z 轴 的 选取 完全 是 任意 的 ， 遂 得 通过 同一 点 的 任意 转动 轴 转 动 
相同 角度 的 操作 属 同一 类 ,它们 具有 相同 的 特征 标 ， 

(2) 完全 转动 群 不 可 约 表示 的 基 矢 .如 果 有 属 球面 对 称 的 哈 
И Н 


32 
一 一 — ° + (г), 
2т 


ау" 


则 在 完全 转动 群 作 用 下 А E, BH P, БАЯ, Ёк 是 完全 转 
动 群 的 操作 ， 由 于 P, 只 与 角度 有 关 , 而 在 分 离 变 量 后 , 髓 与 角度 
有 关 的 算 符 是 


9 9 1 Ө ) Ë: 
u 8, = 一 (一 一 0 一 -一 + == 一 一 2.8-10 
000, р) sin Ө 90 sin дө зїп Ө дф? a ) 


L TAJEA. HT AM P 对 易 , 故 得 
Pt == 2Р,, 
RH а 5 Ра AARRE. 2 Ну ПЕРА КІЙ ИЖ Yim й 
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Yim = LU + L)Yims, L= 0,1,2,7", 

m = —l,—l + 1, -:-:-,0,1,: 1,1, (2.8-11) 

ЯГ -11,-42ЕЯ (21-41) 个 Yim。 于 是 这 《24 十 1) ARAK 
数 就 可 作为 完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 D'( R) WER. 

(3) 完全 转动 群 不 可 约 表示 的 特征 标 . 由 于 绕 通 过 同一 点 的 
任意 轴 转 动 同 一 角度 的 操作 属于 同一 类 ,有 相同 的 特征 标 , 因 此 为 
简单 起 见 可 选 与 绕 z реда 角 的 操作 RCO, 2) 对 应 的 不 可 约 表 
示 D' 的 特征 标 , 只 要 求 出 这 种 D 的 特征 标 X 也 就 得 到 本 绕 任意 
轴 转 相同 角度 的 操作 的 不 可 约 表示 的 特征 标 . 


К = К(а,5), 
Үүл == Ат em? P” cos), 
2ж 


PRY inl Osp) = Y, ,(0,R oq) 
шин Y mlO, P — а) = e mY ims 
m = 0,+1, +2, --:., +1, 


of 一 Do 
D'(R) = 1 . (2.8-12) 
e I)a 
e la 
DR ) 的 特征 标 X'( R ) 为 
і 21 
X'( R) — > с!та = e tla > (ес) 

mæ- | к = 0 

ila с‘ Оі+ Dao — | 

cc 一】 


== Е + 于) ГА inta], (2.8-13) 
应 注意 ,虽然 DI[R(a,z)] 是 对 角 的 表示 ,但 并 不 意味 着 D'IR, 
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6)] 也 是 对 角 的 , 6 代表 任意 轴 ， 由 于 对 于 z 轴 式 《2.8-12) 实 际 上 
可 看 成 是 轴 转 动 群 的 表示 、 在 此 情况 下 D 简约 成 (21-41) 个 一 
维 表示 的 和 . 


529 ”完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 按 扣 群 的 简约 


完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 是 (2! 十 1) 维 的 ， 基 天 是 Yms Б 
们 对 点 群 来 说 可 能 是 可 约 的 ,本 地 将 举例 说 明 D 按照 р, #5 0, 
群 等 的 简约 。 这 一 方法 也 可 推广 到 其 它 的 点 群 ， 对 于 研究 在 晶体 
场 中 离子 谱 项 的 分 裂 来 说 这 是 很 重要 的 ， 


29.1 D'i D, 群 的 简约 
首先 列 出 点 群 D, 的 各 类 操作 的 特征 标 IOR) 的 数值 . 
操作 E, 1934 a= 2r, Xr) = 21 + 1. (2.9-1а) 
操作 (4 ‚В,С), 相当 于 æ 一 л, 

-1, 1 харж, 

31, 1 为 偶数 (2.9-1b) 


操作 〈D , F), HAF a = tz, 


Х(л) = sin (= -+ т) == | 


1. і = 3m, 
= 0, і = 3 + 1, (2.9-1c) 
| —], í = 30 — |, 
因此 可 得 到 表 29-1, vrh Bj Y PS Rh НАЈ 0] УНО К. 
在 未 讨论 D' 对 点 群 O, 的 简约 之 前 , 先 要 介绍 有 反 演 中 心 的 
扩 群 的 特征 标 。 现 以 简单 的 C, 为 例 , 由 于 C, = c,@C;, С, 有 
四 个 不 可 约 表 示 ， 有 两 个 是 偶 表 示 ， 其 中 R 与 К, 有 相同 的 特征 
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Ж 2.9-1 完全 转动 群 按 点 群 D, 的 简约 
表示 D' 中 与 D, 相对 应 的 
类 的 特征 标 X:( к) р! 的 简约 


i E (D.F) KA,B,C) 

0 L | | Ї Г, а, 

3 | 0 -1 r.er, ae 

2 5 -1 l rr, a 2e 

3 7 | -| г.Ф2г,Фэг, z 外 2a 中 2c 
á 9 Ü | 1 2Г,ӨГ,ӨЗГ, 2а,0а,9 Зе 

5 11 -1 -1 Г.Ф2Г,ФАГ, n 2a 4e 

6 13 | x l ЗГ,Ф2Г,Фачг, 34,4324,4046 


标 , RR 代表 C, 中 的 两 个 元 素 ,R; 则 为 RR 与 肥 演 i ШЕН; BIND 
是 奇 表示 ,其 中 尺 与 Ri 的 特征 标 相 差 一 个 符号 ， 由 于 对 称 操作 1 
ЖҮН (х, у, )ЛЕ НИ (х,у, ), 在 球面 坐标 中 相当 于 把 Ө 变 成 (т 一 
9), E P ER (r + p), 
i™(0,p) = [(z — 0) p — z]. 
由 于 Үн (9, p) 50 ЖА cosh 的 形式 出 现 , 故 
Р,Ү,,(0,ф) = Үү  (0р21 

= Ү,„[соѕ(ж — 0),(g — ж)1, (2.9-2) 
可 以 证 明 , 当 1 ДЭЭЖ, P.Y i, = Yim; У Р, P Y = 
一 Yim。 这 是 因为 Ү,„(0, фр) 59, 2 有 关 的 部 分 分 别 为 因子 
与 РУ”( cos0), 在 Pj 作用 下 ,对 中 有 关 的 部 分 , 如 |m| 为 奇数 , 结 
果 产 生 系数 со? = 一 1, 否则 如 |m | 为 偶数 ， 则 由 于 е0 = 
而 不 变 ; 至 于 和 06 有 关 的 Р/"!(соѕ0), ДІ Ө ÆR C 一 0) 时 ,其 
奇偶 性 取决 于 1 一 |m| 的 奇偶 性 。 因此 Ү,„(0, p) E P, EH F 
具有 和 ! 相同 的 宇 称 。 


2.9.2 Р О, 的 简约 


和 前 面相 同 ,首先 列 出 对 应 于 0; 的 十 个 类 的 Х'(Е) К Ий, Wu 
表 2.9-2 所 示 . 
根据 上 述 结果 , 我 们 在 表 2.9-3 中 列 出 了 D 按照 0 群 及 O, 
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нет чух). | 
HRH ОЗМ | = (AX ` | Е yi 
AWKI “(муу ши | 
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群 的 简约 ， 现 在 如 把 原子 或 离子 放 在 具有 @ 群 对 称 的 场 中 ， 则 根 
据 虐 表 就 可 利用 群 论 讨论 不 同 能 态 简 并 的 分 裂 ， 

在 大 多 数 唱 体 中 ,如 果 放 人 一 个 离子 ,周围 势 场 往往 会 侦 离 原 
唱 体 的 对 称 性 . 设 对 于 某 种 晶体 ， 可 把 这 种 晶体 场 看 成 具有 O 群 
对 称 的 场 与 具有 D, РУНА, D: 是 0 的 于 群 , 我 们 可 将 相 
对 应 的 操作 的 特征 标 表 抄录 如 下 : 


Е 2C (D, F) 3C,C ABC) 

D, Ж 8] HRR a, | 1 | 
8, Ї 1 — 1 

е 2 -1 0 

а, 1 l | 

а, 1 1 -一 

O 群 不 可 约 表示 е 2 -1 0 
7 3 Ü 一 | 

t, 3 () | l 


杆 用 简约 原理 ,可 将 0 群 简 约 成 D, 的 不 可 约 表 示 ， 
„== ea, 
1 = ea. 

因此 我 们 利用 群 论 可 求 出 把 离子 放 人 具有 点 群 0 及 D, 对 称 
的 晶体 场 中 后 能 级 分 裂 的 情况 ,如 图 2.9-1 Вт. 

从 上 面 得 知 , 当 原子 或 离子 所 在 的 环境 的 对 称 性 发 生变 化 后 ， 
利用 群 论 可 以 讨论 能 级 简 并 度 减 少 的 可 能 情况 ， 但 分 烈 后 能 级 的 
数值 ， 则 仍 必须 求解 苹 定 谤 方程 才能 得 到 。 由 图 (2.9-1) 也 可 看 
H, Р 态 电 子 的 简 并 度 在 具有 点 群 0 的 对 称 性 的 势 场 中 并 不 会 减 
р. 但 是 ， 如 有 两 个 在 不 同 能 级 的 ?电子 ， 例 如 一 个 2p 和 一 个 
3р, RERI (2p)p(3p)， 则 在 完全 转动 群 操作 作用 下 依 
DEOD 而 变换 。 下 面 给 出 与 0 群 各 类 操作 相对 应 的 特征 标 ， 


F- А; 
立方 场 D ичсэн 2) 
03) 2 ef 2) 


1 自由 空间 


| -и 
f(7) / (3) _— — 2, _ 
— 122 


`. а2(1) а2(1) 


б (1) a) an) 


图 2,9-1] 
通过 O 群 的 特征 标 表 ,不 难 证 明 
D'OD = aep On. (2.9-3) 

内 此 ,如 有 两 个 在 不 同 能 级 的 bp 电子 ,在 具有 点 群 0 的 对 称 性 的 执 
场 中 可 能 分 裂 成 一 个 一 度 ,一 个 二 度 和 两 个 三 度 简 并 的 能 级 

应 该 指出 ， 在 以 上 讨论 中 没有 计 入 电子 的 自 旋 以 及 电子 的 全 
同性 ,因此 如 果 要 对 多 电子 问题 做 更 详细 的 讨论 ,必须 沽 虑 包含 有 
月 旋 算 符 的 哈密 顿 量 ,以 及 排列 群 (或 置换 群 ) 对 本 征 矢 的 影响 .这 
择 半 论 将 放 在 以 后 进行 ， 在 本 章 中 我 们 仅 限 于 利用 前 面 所 学 的 理 
哗 ， 分 析 一 些 量子 力学 与 量子 化 学 中 通常 遇 到 的 一 些 比较 简单 的 
问题 ,做 为 群 论 在 量子 力学 中 的 应 用 的 一 种 人 门 ， 


29.3 ОТ, 群 的 简约 
用 和 上 面相 同 的 方法 可 以 证 明 
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П° = Г, = а, 
D' = Г, = t, 
D’ = rs, = eh, 
D° = ТӨГ, Br; = a DDr, 
D' = TOLO; Brr = ae DD, 
D’ = Г.Ф2Г,ӨГ, = еӨһФ24, 
Di = Г.ФГ,ФГ.Ө?Г,ФГ, = aare D: 2. 


2.9.4 р! 按照 D... 群 的 简约 


D° = M, = ас, | 

D = M; + M; = ax, + биз 

D = M, + M, + M, + M; = ay + bi + by + е, 
D? = Mi + M; + М, + 2М = а, + bia + biu + 2е„, 


(2.9-4) 


D'= 2M, + M, + M, + M. + 2M; = 2а, + at b| (2.9-5) 


+ bag + 2е,, 

D? = М, + 2M;+ М; + М, + 3М; = а, + 24:96. 
+ ban + 3е„, 

D° = 2M, + M: + 2M; + 2M, + 3M; = 2а + аз; 
+ 22, + 20, + Зе,, 
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КЕЛН — ja ИЗВ АН — Е 
ЕНЧА А AREF SË Et Ra SB ‚БВ ЗЕЛПЕ. Ји, AA 
的 甲烷 CH 就 是 由 碳 原子 和 四 个 氨 原 子 组 成 饱和 的 共 价 键 而 形成 
的 ,这 四 个 键 的 方向 指向 正四 面体 的 四 个 顶 角 。， 如 取 хуг 轴 洛 立 
方 体 的 三 个 互相 垂直 的 边 , 四 面体 的 中 心 在 立方 体 的 中 心 , 则 这 四 
ЛА 4 11111, 1111,(1111,(1111252941:2518), 21( 2.10-1) 
к. ЖМУ ЕАН T 的 对 称 性 。 本 节 将 介绍 如 何 利用 完 
全 转动 群 的 基 矢 组 合成 具有 一 定 方 各 了 榴 键 函 数 。 显 然 ， 这 些 函 数 
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在 Ts 的 对 称 操 作 作 用 下 将 从 某 一 个 变 成 四 个 中 的 另外 一 个 ， 

令 ri 代表 沿 [111] 方 向 的 键 , 7; 代表 沿 [111] 方 向 的 键 ，r; КК 
表 沿 [HH 方向 的 键 ,mr 代表 沿 [111] 方向 的 键 。 组 成 键 函 数 的 步 
E QH F: 

(1) ЖЕЛ, Tis Үз» T; T. ХАЖ, Н Т, 的 表示 Dra 的 特征 
ËR, 由 于 T, 群 有 五 类 ,只 需 在 五 类 中 各 取 一 个 元 素来 求 由 四 个 基 
矢 组 成 的 Dra 就 可 定 出 特征 标 。 显 然 

1 


1 
Dral E) = ә X( E) = 4. (2.10-1) 
1 


= ml Баг” 

Р, т кш дэ, Т, == Үү» 
=i — (Ф 

Р, „т; == бэх ал ТТ" Ї 19 
一 一 ~la = = 

Р, т; ман дэс 1 5 kau 六 


= -1 — 
Р, т, нэн Oz2x Г, Т,, 


U Ü 1 Ü 
Ü 0 Ü 1 
Dra( ôr) = » ХСС.) = 0. (2.10-2) 
1 0 0 0 
0 1 Ü Ü 
同 理 可 得 
1 0 0 0 
0 9 0 1 
Dral 6,.y:) = | X(C) =l, (2.10-3) 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
0 g 1 0 
Dral Cia) 一 | | Х(5,) = 0, (2.10-4) 
0 Ü) 0 1 
1 Ú () Ü 
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0 0 0 1 | 
0 1 0 0 
Dry (tC ,) 一 | Х(ад) = 2, (2.10-5) 
Ü 0 1 0 
1 0 0 0 


(2) 利用 Т, 的 特征 标 , 将 Drs 简约 成 了 vs 的 不 可 约 表 示 。 由 
上 得 ,用 my т, т, т, DERE Ta 群 的 表示 Dra 的 特征 标 表 可 列 


利用 T 的 特征 标 表 ( 见 表 1.13-5) 可 以 得 到 | 
D+; = а, Bh. (2.10-6) 
这 意味 着 只 有 选 具有 а, 对 称 及 г ХЭГ Л РЭН 7 REH pk. 
四 面体 键 。 根 据 上 韦 的 讨论 ,可 用 /二 1 及 /= 二 2 的 消 数 组 成 4, 的 
ER, НІ = 0 H s ХН Б a Жж. 因此 可 用 一 个 六 数 
和 3 个 ?了 毅 数 ,或 是 一 个 : 训 数 和 3 个 d ARARE НУ ВА 
数 , 党 把 这 种 轨道 当 数 称 为 sp ,或 sd 杂 化 .。 现 了 的 磋 原 子 有 6 个 
电子 , 组 态 是 162, 25, 25, 但是, 当 与 四 个 氢 原 子 形成 共 价 键 后 ， 
价 电子 必须 采用 25297 的 来 化 ,才能 形成 如 图 (2.10-1) 所 示 的 四 面 
体 键 ,可 用 bu bur Фит» it 分 别 代 表 由 s 产 杂 化 组 成 的 四 个 键 沙 
数 , 下 面 我 们 就 介绍 如 何 由 + RR Р РАН ЕЗИ ОА. 
(3) 为 方便 起 见 , 令 
Ф. = фиш» Ф = фи» фз = Фир Фа = $m. 
设 
ф, = а + В.р, + с.р, dp,, 
Фф, = azs + bP + сор, + а,р,, 
фз = аз + В.р, + сар, + 25р, 
Ф. = аз + Р, + сару + dp,. 
= Р =1 Ж ЈАН ВЕ РА, А ais 5i,ci, d; 等 必 
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(2.10-7) 


须 满 足下 列 三 条 要 求 : 
O 当 用 Т. 的 对 称 操作 作用 在 任 一 个 $; 时 , 将 变换 成 另外 
一 个 键 函数 Фу = i, Rj > i); 
(11) pi 必须 是 归 一 化 的 ,如 s.p бу» Р: 分 别 已 是 归 一 化 的 函 
数 ;, 则 要 求 
22--21-01--41--1, (2.10-8) 
GH) gi 与 由 之 间 几 须 是 正 交 的 ,由 于 ， Pro Фу» Р: HARUR 
Ж. KHY s МУРЧ ДЕ. | 
a;a; + bibi + cici + did; = 0, (1551). (2.10-9) 
根据 上 定 则 可 得 到 四 面体 键 滔 数 为 
bu = als + b, + b, +P), 
фи = a(s — р, + P, — “ 
Фп = als + p, — b; — Pa), | 
pir = als — P, — Ру + b, ). 
这 四 个 函数 组 成 Ts 的 可 约 表 示 D, 的 
ER, а 由 归 一 化 条 件 决定 .如 果 撤 开 轨 
2 Ж pR py rh r 的 相关 性 ,对 半径 为 1 的 球面 
шинж На 可 分 所 得 到 的 月 一 化 的 : 与 二 函数 为 


“ог 
|È авер 
р, = y gz, sin 0 coso, 
НЬ (2.10-11) 
р, == Janesng， 


м 


3 
Рр, = gz cost, 


则 归 一 化 常数 а 为 二 ， 常 把 这 种 键 称 为 ©, 因为 在 包含 键 轴 的 


(2.10-10) 


平面 中 并 不 包含 有 波 函数 节点 的 面 .相反 ,如 果 包 含 键 的 平面 中 有 
波 函数 的 节点 , 则 这 种 键 称 为 * 键 , 如 图 (2.10-2) 所 示 ， 党 用 垂直 
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于 十 尽 平面 的 和 拓 量 来 代表 键 , 如 图 2.10-3 所 示 。 

下 面 我 们 再 以 图 2.10-3 所 示 的 具有 Da 对称 的 АВ, 分子 为 
ІЭ ВЯ, 用 上 看 介绍 的 方法 如 何 组 成 o 55 л у ЭХ, Dss 
ЖОН 6 类 ,对 于 o 键 ,我 们 可 得 6 类 的 表示 如 下 : 


В 2.10-2 5 键 和 工 键 
(a) 两 个 p; 轨道 形 成 7 键 ; 
(b) CH, 分 子 中 的 杂 化 0 健 . 


图 2.10-3 AB, 型 分 于 > 回 时 标 出 工 键 
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on) -| 1 | Р) =з, 
і. 
911 
ео. 0 1 x(c) = 0, 
1 0 0 x 
1 0 0 | 
р,(с) =] 0 0 1 X(c,) = 1, 
t 1 | 
| | (2.10-12) 
Р,(с,) -| 1 | KX(s,) = 3, 
1 
0 1 0 x 
Р.С») = | 0 0 1 | X(+) = 0, x 
1 0 0 
1 0 0 
D,(c,) = | 0 0 1 | Х(о,) = 1, 
0 1 0 | 


从 图 (2.10-3) 中 可 以 看 出 ,一 :共有 6 个 л 键 , 其 中 4,5,6 HT ху 
平面 , 而 1, 2, 3 则 在 *y F. 可 把 前 者 称 为 x1, 而 把 后 者 称 为 
ril。 可 以 证 明 


Xr (E) = 3, Xxz=.(c,) = 0, 
Хл.(с) == —1, Xz,(G,) = 一 3， 
Xxi(s) = 0, Z= (о,) = 1; 

Xa (Е) = 3, Хли(сз) = 0, 
Хлх\(с;) = —1, Хлибоь) = 3, 
Xx Cs) = 0, Хяша,) = —1, 


(2.10-13) 


可 将 Dss 的 特征 标 表 ( 见 表 1.13-5) 连 同上 述 结果 列 于 表 2.10-1， 
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Е 26, 3С, Oh 2+, 30v 
4, 1 l l l l l 
А, | | -1 1 | -1 
Е э -1 0 2 -1 0 
АГ 1 | -1 -1 -1 
A; 1 | -1 -1 -1 l 
Е” 2 -1 Ї -2 1 | 0 
Lo 3 0 1 3 0 I 


DA 3 0 -1 3 0 -1 


Р шид үл ч 


通过 简约 但 到 


р, 一 ABE’, 
Dr; = AE”, (2.10-14) 
Dr = ADE’. 


如 果 只 用 ;,p,d 函数 来 组 成 这 些 键 ,可 以 证 明 三 个 © EEH 2 
化 组 成 的 , ЕРА n] sk 20 


1 2 
ф, = y ++ 3 Prs 
1 1 1 
n= 4s- Jhr ү ь . (2.10-15) 
уа 
p, == 35 6 br — 2 Py 


三 个 =, 键 则 由 pd' ЯЧИ А, ADO 


1 2 

фу, = "3 P; + 3 fre» 
1 1 1 

2.10-16 
中 J: P; ДЕ des + J+ Ш ( ) 
1 1 J+ , 

一 z Ps т 6 ds 一 ? Ш 

去 中 
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15 
dyg =: J Саһдеовдеове), 
15 
4,, = д7. © зїп Өсоѕб віп р), 
4,, = 164 (sin 0 sin 201, . (2.10-17) 
15 
d, y: == Тє, C sin Ocos29), 


d = dy ay: == (2 (3соѕ Ө — 1). 
至 于 ww 键 , НТ, p. АЯ ВЕЕ E BÈR, 而 不 能 组 成 表 
示 À, 因此 al 键 是 较 弱 的 键 。 在 上 述 讨 论 中 , 我 们 感 兴 趣 的 只 
ERDHA, KAERA ETER ASRA RRAK R, (r), 
{Н ПЖ Ж PL ВЕ. TADE R,,( r) 略 去 . 
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上 节 所 介绍 的 键 了 水 数 ， 使 每 个 价 键 与 两 个 原子 相 联 系 ， 在 处 
理 分 子 问 题 时 常 采 用 的 另 一 个 出 发 点 ， 是 设想 每 个 分 子 轨道 延 货 
在 整个 分 子 范围 ， 尽管 并 不 排除 有 可 能 有 茶几 个 分 子 轨 道 在 分 于 
的 菜 些 部 分 有 较 大 的 信 。 mE AROTIK AA E H ф, Prs tty 
pz BE pk. Ж 8| 555 у ЕАУ БЕСЕ БИ 
W = Sada. (2.11-1) 
RARES Б = Eu 得 到 
Xa H$, = E Sanpa. 
WAR Ф, AREER 


Ха, | pYH p de — Е | andr! = 0. (2.11-2) 
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НД == 22 (2.11-3) 


= | Фат, | (2.11-4) 

要 (2.11-2) 中 的 a 有 蜡 于 零 的 解 ,其 系数 行列 式 必须 为 零 , 即 

H, ин ES Hy, — ЕН, Е, | 

Н,, шин E Sn Н» т E Sz шэн = 0, (2.11-5) 

H m мэн ESni Н, шин EFS, Han — Е$»» 
求解 此 式 即 可 求 出 互 的 二 个 解 ， 显然 ， 这 是 求解 分 子 问题 的 一 种 
近似 方法 ;利用 薛 定 费 方程 的 对 称 性 及 群 论 的 方法 ,可 简化 人 期 方 
程 的 求解 过 程 ， 

WRITER dr, 4, ,Yr 组 成 正 一 系 


| ёс == бн,» 
ї (2.11-5 8 HER 


[Hy --Ё Н,, Hy Н,, 
P H, — Е H»; Н,, | — (2.11 6) 
Н» Н,, Н»; ... Hnn шин й 


前 面 普 指 出 ， 如果 能 将 ф 等 组 成 Н 所 属 群 的 不 可 约 表 示 的 基 矢 ， 
则 可 使 上 式 简化 ,因为 只 有 ; 和; 依 A 所 属 群 的 同一 个 不 可 约 
表示 变换 时 H; 才 不 等 于 零 . 

下 面 我 们 将 以 有 机 分 子 的 < 电子 系 为 例 ,， 来 说 明 如 何 求解 
(2.11-6) 式 ， 假设 Ф; 为 由 一 些 原 子 轨 道 函 数 的 线性 组 合 而 成 的 
对 称 化 函数 ,例如 先 把 原子 的 轨道 杂 化 得 到 原子 的 “轨道 ， 再 将 所 
有 原子 的 z 轨道 函数 作 线 性 组 合 可 得 

pi = N; 2, афу. 
W Ф, 是 归 一 化 的 ， 
| Fear = 1= № У) У) baa | фт, (241-7) 
1 k 


. 145 • 


r ; 2 n 
j == K 
ЯРА НОДНИН ЭР, ара Ж ЛЫН RE, И 
i. 2 аа! | (2.11-9) 


7 


和 轨道 Ф, 相 应 的 能 量 为 E; Н $; Р — EAS 22 Г, 
Е; = | Ф2 Нфдаг , 


Ei = м У) (12012 | ФЁЙ фт 


j 


+ > > (ean | аг). (12.11-10) 
і ак 


ИРОН ду, |е ИН НАВ ЕАН a, р 
| Аат = w, (2.11-11) 
利用 (2.11-9) 式 得 
E; =a + № У > (аў ад | Баг). 


ik А 
如 果 只 计 和 人 相 邻 原子 的 作用 ,而 略 去 其 他 作用 ,并 设 
| йаг 一 J “Нфиг = В, 
则 当 ai; 为 实数 时 得 
24 У (онаа) - У У (анаа), 


jakti 4 1: 8-1 


Е; = a + (2м 


У) У] ааъ). 11-12) 


i=k+1 k 

对 于 CeHs, C 有 4 个 价 电子 ， 一 个 :电子 与 2 个 如 电子 所 组 
成 的 sp” 杂 化 形成 了 在 葵 分 子平 面 内 的 0 键 ， 另 一 个 与 分 子平 面 
垂直 的 ?轨道 形成 并 键 ， 下 面 就 用 前 面 介 绍 的 方法 来 求 这 6 ГР 


»146., 


轨道 函数 的 能 量 ， 

A фф, +, Ф КЕ Є 个 碳 原 子 * 键 的 轨道 ， 茶 分 子 属 
于 点 群 С. С, ЛЕШЕ, 也 是 阿 贝 尔 群 ,每 个 不 可 约 表 示 孝 是 一 
维 的 。 由 于 在 C, 的 操作 下 , 除去 操作 EE 外 ,其 他 操作 都 应 是 使 四 ， 
变 成 另外 一 个 函数 由 kf 551), 因此 在 фо, Фа, `: ,中 ; 所 决定 的 绷 
数 空间 中 ,只 有 xX(E) = 6, 其 它 群 元 的 表示 的 特征 标 都 是 零 。 将 
С, 的 特征 标 表 重 写 成 表 2.11-1, 并 一 并 列 出 以 $i; 作 基 矢 的 表示 
D。 的 特征 标 。 可 见 ， 


5 2.11-1 


(22) 
w = exp\ 6 


用 +; 等 组 成 的 表示 可 简约 成 
D, = Á + B + F' + F”. (2.11-13) 
表示 Е, E” ХХ ГЕН АВЧ Н БЕЙИ ЕКИ 2091 
入 简 并 (第 三 章 ). 
下 面 我 们 用 投影 算 符 来 求 第 i 个 不 可 约 示 的 基 矢 bi 
令 


5 
ф, = > афі» 


і = 0 


Р” ф, ин 一 > 50:31:77 
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P, (r) = Berpir) = HECE r] = di-m (2:11-14) 
Фо == ф,. 
不 可 约 表 示 4 的 基 矢 
Раф, 一 Раф У) хе), Ф 


= {Фф + Ф + bi + Фф ФФ], (241-154) 


不 可 约 表 示 ВЖЖ 
Р ф, = (Ф $, + Фф Ф], (2.11-15b) 
HF о* == о, 0 = о, AER E E5 Е” 表示 的 基 矢 
Вр = — [和 + ob + gs + wps + os + Ф], 
(2.11-15c) 
Рф 一 — [和 + Gb, + аф + gs + eó, + оф], 
(2.11-154) 
PP, = — [ds + аф, + ad + ф + аф, + ot], 
(2.11-156) 
ВЕ", 一 二 [фо + оф, + bi + bs + orp, + eps]. 
| (2.11-158) 


显然 , 乘 以 适当 的 归 一 化 常数 后 ,上 面 各 式 即 可 选 为 不 可 约 表示 的 
基 矢 ， 但 是 ,由 于 式 (2.11-15c~f) 诸 式 的 系数 为 复数 ,运算 不 便 ， 
可 将 式 (2.11-15c) 和 (2.11- 154) 右边 分 别 相 加 与 相 减 所 得 到 的 活 
数 作为 Е' WER, 


p = | ф, + pi — $; — 2h; — ф, + Ф.], 
= уз 4443 фуз фуз], 
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RAC 2.11- пото. 11-15f) 分 别 相 加 与 相 减 则 得 E” Жж 
š = -— 12ф, — h — Q: + 293 一 中 — ф,1, 


м = = 13 i — // 3 $: + 3 $, — V 344. 
д Е аа ва 各 表示 基 天 为 


p = 1 (pi + pi + $; + ф + $, + op), (2.11-16а) 
V 6 
фе (po— p+ фф + b, Ф), (2.11-16b) 
А/ 6 
F” = l (22, +e — pi — 20, Ф, T ф,), | (2.11-16c) 
V 12 
С + Ф, $, — 5), (2.11-164) 
pi = 1 офф — Фф + 2h; — hi — 31, (2.11-16е) 
a12. 
= — [ó ФФ $, Ф]. | (211-166) 
利用 式 (2.11- -12 ), 只 计 入 最 近邻 的 作用 , 即 可 算出 能 量 
Е, = æ + 28, 
Ев = æ — 28, 
Es аж, (2.11-17) 
Ёк = а т- B. 
-2 BG) 
-8 Е”(2) 
z о : 
原子 轨道 EUD 
ё 
т А(1) 
分 子 轨 首 
В 2.11-1 


е 149 а 


由 于 | Dar = # кй „ЖЕГЕ ЙЫШ НО 2.11-1 ГОН 


子 , 图 中 找 号 内 数字 代表 能 级 的 简 并 度 ， 如 果 没 有 相互 作用 ,每 个 
zx 电子 都 是 独立 的 ,能 量 为 ,分 子 的 总 能 量 是 бо; 利用 分 子 轨道 
理论 ,相互 作用 能 级 分 裂 成 + 个 ,2 个 电子 填 人 最 低 的 能 级 4， 其 
它 4 个 电子 填 人 简 并 的 能 级 E', 总 能 量 为 (a 十 28)2 填 4Ca + 8)= 
6a 十 88。 由 于 8 < 0, 可 见 由 于 电子 的 相互 作用 ,形成 ~ 键 , 使 
系统 的 能 量 降低 了 86. 


5212 分 子 振动 的 简 正 模式 与 简 正 坐标 


在 研究 分 子 结构 与 固体 结构 方面 ， 红 外 光谱 和 拉 坚 光谱 都 是 
重要 的 实验 手段 ,如 果 楼 分 析 这 方面 的 实验 结果 ,必须 了 解 分 子 中 
由 于 热 运动 原子 的 振动 模式 ， 由 于 每 个 原子 有 三 个 有 目 由 度 ， 对 于 
N 个 原子 的 分 子 , 如 果 不 计 人 原子 之 间 的 耦合 , 则 分 子 将 有 3N 个 
HHE. 然而 ， 当 原子 靠 相 互 之 间 的 耦合 组 成 分 于 时 ， 即 使 有 拔 
动 , 也 可 能 包含 春分 子 做 为 一 个 整体 的 转动 和 平移 。 因此 ,对 村 一 
般 由 六 个 原子 组 成 的 分 子 ， 这 种 内 部 振动 的 目 由 度 只 有 (3X 一 6) 
个 ,而 对 于 线性 分 子 , 这 种 目 由 度 有 (3N 一 5) 个 .本 市 将 说 明 , 利用 
群 论 可 以 不 必 通 过 计算 ， 就 能 部 分 地 或 完全 地 确定 分 子 的 简 正 抵 
动 模式 ,并 可 将 这 些 振动 模式 按照 对 称 性 分 类 ,由 此 可 定 出 跃迁 的 
选择 定 则 。 还 要 说 明 , 群 论 有 助 于 选择 适当 的 坐标 ,以 便 人 简化 求解 
振动 频率 的 方程 。 为 此 我 们 先 介 绍 接 述 分 子 中 原子 振动 的 方法. 


2121 原子 振动 的 描述 


如 果 每 个 原子 的 质量 是 М ;(: --1,2, 67, N), 用 557156; 代 
表 3N 个 离开 平衡 位 置 的 坐标 (即位 移 )， 则 分 子 振动 的 动能 与 势 
能 可 写成 


N 
Т = > Ум эй dË (212-1) 
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БЭ 
+ 3 2, > (5:5: hëm + (For 52) 50) 


OV ) ( OV ) | 
+ | 一 一 -一 : “2 2) 十 малын 1 2.12- 2 
( Олд, хас O508; ü ( ) 


趟 中 将 势能 展开 到 位 移 的 二 次 项 ,而 将 高 次 项 略 去 ， 在 平衡 时 ， 
өгү _/OV\ /rv _ 
(25) x (53:17 (22), D. 
的 关系 为 Ч, = VM, 5.54 == V M, ,›4› = V M, C REHE, 则 


十 


2Т -- У) Ф, (2.12-3) 
з, уу, V | 
2ү = в, b; = b; = (9797 51 229) ‚ (212-4) 
Ж ИНАЛ BH H Л 35 
d T-V) ФТ-0Ү). -ù 
аг д4, 94, ° 
可 得 运动 方程 为 
ду + >, byli = 0. (2.12-5) 
在 经 典 力 学 中 :由 此 可 得 到 下 列 形式 的 试 解 : | 
4, = Psin (wr + 8), (2.12-6) 
将 此 试 解 代 入 运动 方程 得 


2:5,4)--ө 4) --0 (=1,..,3N). (2.12-7) 
村 4,(1 --1:-33М5)Н ЖЕ Т ИИ, 2021 Z 3141722 25: 
bu 一 о б, +++ бузы | 


2 
Ё ё — 0 ... b; зм 


= 0, (2.12-8) 


2 
Р Ё ун: +: DIN „з — 0) | 
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由 这 个 久 期 方程 可 求 出 频率 . 如 果 某 个 解 是 ol. 由 此 可 解 出 
q 9° gx 等 3N 个 振幅 。 可 令 


4), -一 Кый» (2.12-9) 
3N 
У, = 1, (2.12-10) 
=] 

式 中 ЛЭЛТ им “ань 代表 归 一 化 的 振幅 ， 向 用 3N 个 行 天 来 表示 : | 


lik 


йл 5 k = 1,2, 99-,3Х, 


257) 
如 令 
lu I" ° "һзм 
= |а а; (2.12-11) 
{зм Гам GNN 
作 变 的 
q. 人 155551: зм O, 
h ||» 1675» 10:1, | (2а2-124) 
43м амі lnt Їзазх Оу 
НА 53 Ў, | 
q = LO. | _(2.12-12Ь) 
如 将 式 (2.12-4) 改 写成 
Ч, 
| 5, ДҮ °° “Бин 4, 
2V = (4, д) би санжс 1, ° 
бэк бэмзх 
3N 
即 
2V = 2B9 (2.12-13) 


则 将 式 (2.12-12b) 代 和 上 式 得 
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27 = (LO)BLO = OL BLO. (2.12-14) 
HT B JD ЯН i LA В ВЖЕ СЕН БЁНУНЕ:, 35 1, 为 实数 
Жж Ё = L, RL ENRE, E BL = 4 Е, 其 
对 角 元 即 为 式 (2.12-8) 的 解 wks 


4 = 2. | | (2.12-15) 


2 
Озу 


可 见 通过 变换 式 (2.12-12 ) 得 
2V = ÕAQ = > o)01, (2.12-16) 
R=1 


O, 称 为 简 正 坐标 (或 正则 坐标 ). 显 然 , 如 采用 正则 坐标 , 则 知 阵 58 
Ж = ВЖЕ 4 与 式 (2.12-16) 相 应 ,系统 的 动能 简化 为 
2T = 04. 
运动 方程 则 简化 为 谐振 子 的 运动 方程 
9 二 oO 一 0 (一 12 3N). (2.12-17) 


2.12.2 ”和 群 论 在 求解 简 正 坐标 与 振动 方式 中 的 应 用 


如 果 分 子 属于 对 称 群 C,REG,， 则 势能 了 在 群 G 的 操作 尺 作 
用 下 不 变 ， | 
P V Pr = V. (2.12-18) 
如 果 4, 是 形容 原子 振动 的 ЗА 个 坐标 ,i = 1,2, 13 3N, W 
在 RR 作用 下 ， | 
Rq, --4,, q, = R; 
如 把 4,» 4;, 写成 行 天 , 便 可 把 上 述 变 换 关 系 写 成 


k D D: ° ° D sN Ч, [ 
q, — Da Р, Dan 4, , 
V. Р.м Dom’ бн / \Чзм 
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4 -0(К)4. (2.12-19) 
AE aH, EBE D(R) 可 作为 群 G 的 表示 。 РСК) 一 般 是 可 约 的 ， 
可 以 简约 成 G 的 不 可 约 表 示 . 

如 果 是 对 于 简 正 坐标 ,而 且 频 率 是 非 简 并 的 ,好 设 有 两 个 振动 
方式 有 相同 的 频率 . 设 与 简 正 坐标 О, 相应 的 频率 为 wm;, Н КО; = 
0;。 由 于 变换 后 振动 频率 必须 仍 是 wj;, 只 有 当 КО, = БОЛЧЛ 
有 可 能 ， 因 此 O, 必须 是 G 的 不 可 约 表 示 的 基 天 ， 采用 简 正 坐 标 
时 ,类 似 于 式 (2.12-19 ) 的 矩阵 形式 的 变换 关系 为 

О’ = D( R)O. (2.12-20) 
显然 D( R) 是 对 角 的 ,对 角 元 只 能 是 1 或 一 1 

如 果 对 于 某 个 频率 o, 是 了 度 简 并 的 , 即 和 00 Q; 等 坐 

标 对 应 的 频率 都 相同 , 则 


PrO; = У русе), (2.12-21) 


这 时 用 对 称 操作 作用 后 ， ap J 个 Q 的 线性 组 合 , 而 仍 能 
满足 运动 方程 式 (2.12-17)。 显 然 , 只 有 当 0,5 组 成 群 G 的 第 i 个 
不 可 约 表 示 的 基 矢 时 才能 满足 这 个 条 件 ， 因此 我 们 得 到 求 简 正 振 
动 模式 与 简 正 坐标 的 步骤 如 下 : 

(1) 用 沿 直角 坐标 的 单位 矢量 表示 原子 的 位 移 ， 如 分 子 属于 
EG, 取 ReEG, 将 R 作 用 在 各 单位 矢量 上 ， 得 出 表示 D(R), ж 
D(R ) 简 约 成 G 的 不 可 约 表 示 . 

(2) 每 个 简 正 坐标 相当 于 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 如 果 不 可 约 表 
75 п 维 的 , 则 有 # 度 简 并 的 振动 频率 ， 

(3) 利用 投影 算 符 或 准 投影 算 符 可 求 出 简 正 坐标 。 上 面 在 求 
振动 方程 时 ,虽然 是 用 经 典 理论 ,但 完全 可 适用 于 量子 振子 。 将 总 
能 量 写 成 


ХАЛВИ Д и F 
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db E) S M 


ги ё | 3 mt 
шиш -一 - еа is 
2 43 7203 ~ Хө ‚О 


ЕУ 
Ry = Еф, (02.12-22) 
如 果 已 除去 6 TZ ЖАКАУ ТЕКЕ SRDE (ОЙ, 
后 ), 分 离 变 量 后 波 函 数 可 写成 
F, = POLACO) AC Ons). (2.12-23) 


БЕН 
E, = ХЕ, (2.12-24) 
а 40 
E, = ho, (n; + È), (2.12-25) 
pa O) = М,Н,Кг)г797, (2.12-26а) 
-А/0/80, (2.12-26b) 
Hs(Z;) 是 后 密 多 项 式 。 如 果 有 简 并 的 频率 , 则 
-= („р _ 
в, = У) he, ( ' + °), (2.12-27) 


4; 代表 第 i 个 频率 的 简 并 度 ， 
(4) 平移 和 转动 坐标 的 去 除 ， 后 面 将 举例 说 有 明 ， 一般 可 从 相 
应 的 不 可 约 表 示 中 找 出 对 应 于 平移 和 转动 的 不 可 约 表 示 ， 从 而 除 
去 多 余 的 自由 度 ， 另 一 方面 ， 既 然 多 余 的 上 县 由 度 相 应 于 整个 分 子 
的 平移 和 对 质心 的 转动 ， 也 可 利用 质心 不 动 与 绕 质 心 角 动 量 为 零 
的 条 件 来 去 掉 平移 与 转动 自由 度 。 Ar л i ТИТ 
平衡 位 置 的 矢量 ， 原 点 取 在 质心 ，r; 是 第 i 个 原子 离开 平衡 位 置 
的 位 移 , 则 质心 不 动 和 绕 质 心 的 角 动 量 为 零 的 条 件 可 表 为 
ЭМж--0, (2.12-28а) 
Мя X r; = 0, (2.12-28b) 
6)-| СО, 分 子 的 简 正 振动 模式 与 简 正 坐标 。 
(1) D(R) 5 xX(R):CO, 属于 点 群 Cj, 共有 
四 个 对 称 操 作 
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| Yı | Yz ` | уз | 
анддаа ный 
© Tı О 22 О T3 


图 2.12-1 


| Е, C,, с,, бу» 
这 里 C, 为 通过 碳 原子 垂直 于 x2y; ПН) EFFE Ri, о, EAA С 
原子 的 yz; 面 的 反映 , cy 是 对 通过 C 原子 na 面 的 反映 。 取 原 于 
位 移 x, = еу, Yi = бо» x; == бээ у, = буу X3 = бээ Уз = % 等 为 次 
直角 坐标 轴 的 单位 位 移 . 

Ee; = e; (1= 1,2,...,6), 


因此 
1 
1 
D( E) = б, ‚ X(E)= 6; (2.12-29а) 
1 
1 
С,е, = — (ss С,е, = — Cis’ С,е, = ss Cze, = — C4 
С,е, = — Ciy С,е, = “(1 » 
0 0 0 0 一 1 0 
0 0 0 0 0 —1 
0 0 —1 0 0 0 
Р(С„)= 
сс) 0 0 0 一 0 о |? 
— 1 0 0 0 0 0 
0-1 0 0 0 0 
Х(С,) = —2; (2.12-29b) 
б„е, = — е5, Opel == Су, Opla => --Сү,, Opla T бау 
О,Сб, — — Cis С.е == C29 
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0 о 0 0 1 о 
0 0 0 0 0 1 | 
0 0 - 1 0 0 0 
D(o,) = 5 
| 0 0 0 1 0 0 
-1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 1 0 
Х(о,) = 0; (2.12-29с) 
б„е, == бү, се, = —е,, о„е, = бууду6, == — Erg 
Opes = €s, Oyle = — е, 
1 ' 
— 1 
| 1 
Па, ) шин 9 
— 1 
1 
— 1 
Х(о„) = 0. | (2.12-294) 


(2) DCR) 的 简约 : Ж Co 及 D(R) 的 特征 标 列 于 表 2.12-1， 
并 同时 标 出 随 之 变换 的 基 矢 ， 


表 2.12-1 


e 157 = 


рР(В)-А,Ө2В,ӨА4:0328,, (2.12-304) 
由 于 在 简 正 振动 模式 中 要 排除 图 2.12-2 所 示 的 运动 , 它们 分 

别 属于 4;，B; 及 B, 因此 真正 的 简 正 坐标 只 有 20 一 3 = 3 个 ， 
0 D = 4,ФВ,ӨВ,, (2.12-30b) 
Po —o—— G) 简 正 坐标 ， 可 用 投影 算 符 


作用 在 e, 上 求 得 
pl 1 


| Prie, 一 二 (ea 一 e, — e; + 61) 


abog 
| f = -L (e — e). 
2 


2.12-2 同 理 , 将 Ё4 作用 在 e, 上 也 得 到 类 
似 的 结果 ， 


PAie, == > (e; —- ЗЭ? 


ВПІ 
В(е,-- е5) = e, — е, 
їп P Ae, = Pe, = Pe, = 0, 因此 简 正 坐标 
О4 = (e, — е,), (2.12-31) 
其 振动 模式 如 图 2.12-3 Вулх, 


Q— ——o—.-h. a 
图 2.12-3 


Pe, == 0, P je, = > (е, + ЭЭ? Pie, = 0, 


P he, = C 4. P e, 一 一 0, P Bie, — > (a 十 е), 


ИП 

Peer + с) = (е, + es), Pe, = es. 
令 ФВ = (e, + е), Ф = сү, 好 可 有 两 种 振动 有 В, 对 称 性 。 可 
将 二 者 组 成 线性 组 合 


. 158 ° 


ОВ: == při -Б ah = (е, + е) + а(е,). 
О": 振动 方式 如 图 2.14-4。 所 示 


ү 


图 2.12-4 


利用 质心 不 动 头 系 (е, + es)M o == —ae Mc, ТОР М. K 
Mo ЯЛЕ F МЖЖ Е, 并 注意 到 е,== су = e, = 1, 


所 _ —2 Mo 
得 4 一 М», 
О% = (e; + e) — 2Мо е (2.12-32) 
Мс 
同 理 ， 


Prie, = — (e + e), 


P (e, + е) = e, + е,» 
P5:e, = ss 
Ф Qu = e, + cg， 入: = ез, HAER 
OF 一 ф + boh, 
9 的 振动 方式 如 图 2.12-5 所 示 ， 利 用 质心 不 动 的 条 件 ， 得 ¿= 


_ 2М% i 
Mc o— n 
f 2.12-5 
Ов. = (e, + е) — Үүд е. (212-33) 图 2.1 
| C 


由 此 可 以 看 出 , 利用 质心 不 动 的 条 件 可 以 自然 地 排除 02 一 
2 十 23 十 e; 的 平移 运动 以 及 О? = c, + e, + с, 的 平移 运动 。 
利用 0^, Q7, 0 :可 把 总 的 八 移 写成 
P = 44.04 + 48:08: + 48:08 
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) 0 1 
0 1 0 
ө 0 _ 2M. 
== QÁ, к 4- 481 -2М, 十 - 48: Мс . (2.12-34) 
1 Ме ? 
| 0 1 
0 
1 0 


2,12-6 


@— ADT NH, RJE. 这 个 分 子 具 有 点 群 Cse 的 对 
Е, ，N 原子 位 于 三 个 H 原 子 所 组 成 的 等 边 三 角形 的 上 方 ，N 为 
N 在 五 原子 面 内 的 投影 ,如 图 2.12-6 所 示 。 对 称 操 作 包 括 Е,2 个 
C, 及 3 个 0, 每 一 个 原子 上 有 3 个 位 移 坐 标 ху, Ус» 2:01 == 1,2, 
3 ,4)， 把 它们 统 编 为 е,(3 = 1.'…12)。 下 面 按 前 例 的 步骤 进行 ， 
令 e tt. са 为 12 个 滞 四 个 直角 坐标 系 的 坐标 轴 的 单位 矢量 . 

(1) D(R) 5 X(R) 

(a) 对 于 E, 显 然 D(E) 是 对 角 的 ， | 

Х(Еу=12 (2.12-36) 

(b) 对 于 o,, 由 于 三 个 c, 都 有 相同 的 特征 标 , 选 通过 NN’ 的 
yz 面 做 为 反映 面 。 对 于 各 矢量 e， 当 用 о, 作用 后 ,所 有 在 第 1 个 
和 第 2 个 所 原子 上 的 矢量 都 要 改变 ; 只 有 在 第 3 个 氨 原 子 及 毛 原 
子 上 的 yz 坐标 不 变 , 但 x 坐标 变 号 : 故 
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⁄ 002 —1 0 O 0 0 O 
| 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 9 0 0 1 0 0 0 
—1 0 0 000 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 ооо 
р{0.,) = 

40.) 0 0 0 0 O -1 0 O 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 O 0 0 0 
\ 00 0 0 O 0 0 0 

X(T ,x) = 2. 


2 


(2,12-37) 


这 里 , ХУВ Aë ko WL, 12 EBE KOR Ла pk, 16 个 小 块 , 每 个 小 块 包 
® 9 Jus. 以 下 为 简单 计 ， 当 一 个 小 块 内 的 9 ЛЖ 2820 


时 :就 以 一 个 0 ERE. 


(c) 对 于 C, 可 取 绕 z 轴 转 120° 的 转动 有 如 $ 2.3 中 的 操作 


D, 每 个 原子 的 坐标 都 改变 ， 
_1 Уз 
2 2 


-13 21 
2 


2 


0 х 
0 
0 
1 
0 
> 
0 
1 V3 
77 7200 
Уз 1, 
2 2 
0 0 (7 
(2.12-38) 
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(2) DCR) 的 简约 。 将 Cu 的 特征 标 与 ОСК) 的 特征 标 一 并 
7] F ж. 


表 2.12-2 


z 
К, Г,л, 
(х,у), (Р,,К,) 


тонн өн лид азана r 


H D(R) = Уа;Г;, 8 D( R) = 34,ФА,Ө4Е. (2.12-39a) 
从 所 列 出 的 坐标 与 转动 的 变换 性 质 可 知 ， 三 个 整体 平移 的 目 由 度 
相当 于 4 四 已, 三 个 转动 的 自由 度 相 当 于 ADE, ВЕЕ МН, 


产生 畸变 的 实 有 的 目 由 度 为 6， 
Р(Е)--2А4,ф2Е, (2.12-39Ь) 
(3) 简 正 坐 标 ， 为 了 要 用 投影 算 符 求 得 简 正 坐标 ， 下 面 写 出 
其 他 几 个 操作 的 表示 . 


令 ou 代表 通过 氢 原 子 1 与 N 的 垂直 镜面 的 反映 ,oo 代表 通 
过 氮 原 子 2 与 的 垂直 镜面 的 反 肌 . 


( 工 _Y3 ， h 
2 2 
Уз л, д 0 И 
2 2 
1 
1 3, 
2 2 
Ü Ü V3 1 
> T7 ’ 
0 0-1 
D(G,,) = 1 ил, 
207720" 
0 Уз 1 д 
2 2 
D Ü ] 
| V3 
20772079 
0 0 Уз А! › 
2 2 
N 0 о ij 
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сз = == 
`> | = © © 
-sn 一 
© O = 
Он 一 | CN D 
= `> | с с 
шил еч WEE | 
Wiwa ............. 
| сә Со + 
ЧЕ — ч со 
© = ` | © 
| ее 


| 


РСоб,») = 


==. Сз жч 
d ki еч | © 
| | > 
< “ә = 
сс, 
бн -|чо 
一 | = > 
NIm| = 


k... 2 
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201 | 1 V3 1 Мз 
р “s Сү 2 4 2 е5 2 © 2. ез 
1 V3 1 / 3 ) 
-atjan 3 at 6 m А 
不 难 证 明 ,如 令 


Of = [( Зе, 一 ez) ын СА + е,) + 231, (2.12-40) 
则 这 种 振动 模式 满足 质心 不 动 的 要 求 。 代 表 3 个 氨 原 子 的 振动 如 
到 2.12-7 所 示 ， 


Ф 
е g 
图 2.12-7 2.12-8 
Р “їед == en 
P ле, 一 一 = (es + Eg -Н е), 
P Ae, + es + es) == es + e, + е. 
Э 
O 一 (е. + е + eg) + ае,» 
根据 质心 不 动 的 定 则 ,得 
3Mu + aMk = 0, а= — Мн, 
My 
故 另 一 属于 А, 对 称 性 的 简 正 坐标 为 
04 = (e, t e, + e) — Мне, (2.12-41) 


Мм 
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振动 方式 在 氨 原 子 面 上 的 投影 如 图 2.12-8 所 示 ， 
如 果 要 求 不 可 约 表示 五 的 基 矢 ,必须 用 准 投影 算 符 。 为 此 , 首 


ЗОЛ) х,у 作为 基 天 , 求 出 Cj 群 不 可 约 表 示 如 下 : 


Е Суз Oy? ЭРТ 
1 A з. 1 V3 
1 — і 2 2 2 2 
a 5 22 N N 
І 1 м 3 1 V3 1 
2 2 2 2 
С, C3 
1 3 1 ҮЖ 
"2 2 2 779 
м 3 1 V3 1 
"2 2 2 72 
利用 准 投影 算 符 得 
К 2 15 5 уз 1 V3 
Фе = 二 | 二 есу бү у 65 + ЕУ ea 一 су „| 
(2.12-42а) 
ZE 2 [5 5 3 
# = реже + 4 е; 
1 V3 
+ 2 9? ИЕ 4 al. | (2.12-42Ь) 


二 者 相同 这 也 是 可 理解 的 ,因为 e, 与 e, 处 于 完全 对 应 的 位 置 . 
2 | P е, из Е V 3 ) 


Ë _— _—_ шиш — — _—_ 
үе; 6 46) + > + y + 2 ез 2 


(2.12-42с) 


将 以 上 三 式 相 加 得 
26 + e, + er) 


= х (Зе, + Зе, + Зе») 
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= e, +- e, + еу, (2.12-424) 
由 于 上 述 各 式 右 边 的 位 移 矢 量 都 不 满足 质心 不 动 的 要 求 ， 故 可 将 
它们 作 进 一 步 的 组 合 。 如 令 


В, = 2e; 十 2 + > + 2 e, 一 2 es, (2.12-42е) 
T: == é, + e, + ёл, (2.12-42f ) 
作 
V 3 
一 -69 (2.12-42р) 


可 以 看 出 Qu 满足 对 质心 无 转动 的 要 求 ， 振 动 方式 如 图 2.12-9 所 
Т. 


此 外 , 由 于 ien = > eo 又 可 利用 质心 不 动 的 定 则 而 组 成 
另 一 简 正 坐标 
О = e, + e + еу — тин C109 (2.12-43а) 


N 


ЇНэх {їй Л 5 АР АНУ Ж , Wk EL H 
А 1 
Pie, == > (6 一 ЗЭ? 
Ж Hi 5 АН 857 Ж) ЖН ЖЕТЕ uj ZH ВУ, 


О ын С 十 ë + er Мн 2 一 34 (ез 一 е6), (2.12-43Ь) 
M, а 


АМЕ T E H ГЭ ШИН Е, ауну НЕ, 振动 方 
AmA 2.12-10, Иж 


2 (5 5 1 V3 „3 
фе hertar Ea Ea) 


^^. 
Е. — — | -— 


A g 2 (5 
Pie = |+ o T+ + 
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图 2.12-9 2,12-10 


1 V3 v.) 


2 1 
Pia (а е өс 2 2! 2 
即 
PE( 0, + e + e) = e, + e, + с, 
以 及 
1 
Эс, у he 
2 
1 1 из из 
В. = 26 + > бу ;一 2 ei у е 
Р 一 е, + e, + Св, 
选 如 下 简 正 坐标 ， 
1 V3 
Оп = — pi H m = — es t y e + 2 ĉi 
V3 1 
— y е, + 2 6 | (2.12-44а) 
О = e, + es + c, — 3Mu Cile 
Myn 


上 式 同 样 包 含 绕 质心 的 转动 , 故 再 由 
Ег, = 1 (ез + e, 一 269) 
6 
可 得 
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Ё 2.12-11 图 2.12-12 


О» 一 (е, + е + e — 3Мн eu) 
My 


L (e; + ев — 2e), (2.12-44b) 

图 (2.12-11) 及 图 (2.12-12) 分 别 给 出 了 Ол 及 Q; ORD. Su 

IR а Оа + 4::О1, K an Ол + 20% 也 是 E 的 人 简 正 坐标 ， 以 此 代 

入 运动 方程 可 解 出 有 关 的 频率 .从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 利 用 群 
论 可 使 求解 简 正 坐标 的 过 程 大 为 简化 . 


5213 振动 谱 的 选择 定 则 


本 节 将 介绍 如 何 利用 群 论 分 析 和 讨论 有 关 分 子 红外 光谱 与 拉 
曙光 谱 的 一 些 基本 问题 ， 诸 如 红外 光谱 和 拉 受 光谱 中 基本 跃迁 的 
选择 定 则 . | 

本 节 只 讨论 与 分 子 中 原子 振动 有 关 的 振动 光谱 ， 在 略 去 振动 
和 电子 运动 以 及 转动 耦合 的 情况 下 ,只 计 和 人 简 谐 力 的 相互 作 用 ,与 
原子 振动 有 关 的 玻 疾 数 可 表示 为 

Y, = ,(0,- : "3 Qy- 6) 
= fan OP O) * "Фьк-«СОзн-в). (2.13-1) 

如 果 每 个 n 都 是 零 ， 则 整个 分 子 处 于 基态 。 由 ФО) 的 其 
体形 式 ( 见 式 (2.12-26)) 可 知 , 基态 波 函数 属于 分 子 所 属 点 群 的 不 
变 表 示 。 设 各 振动 模式 的 频率 是 不 简 并 的 。 如 采用 电磁 疲 油 人 发 了 
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某 一 个 振动 模式 O, п = 1, 而 其 它 的 m = 0G > i), 则 相当 于 
分 于 的 第 i 个 振动 模式 产生 了 基本 跃迁 , 相应 的 角 频 wo; 称 为 基 频 ， 
显然 可 有 зу 一 6 个 不 同 的 基本 跃迁 , 第 i 个 模式 的 基本 跃迁 可 
表示 为 


П,9,(9,)-»4(0,) 1| Ф 0;), (2.13-2) 
j = í 


H, 代表 用 i 作 标 号 的 因子 的 连 先 .上 式 两 边 分 别 代 表 唉 迁 的 彻 态 

根据 经 典 电动 力学 的 概念 ,任何 原子 体系 在 运动 时 ,如 正 电 中 
心 与 负电 中 心 有 了 相对 位 移 , 都 必 伴随 着 偶 极 定 的 变化 ,体系 会 吸 
收 或 发 射出 电磁 辐射 , 当 分 子 中 原子 做 微小 的 振动 时 , 正 电 中 心 与 
负电 中 心 ( 因 此 偶 极 矩 ) 随 时 间 有 周期 性 变化 ， 既 然 可 以 用 简 正 坐 
标 来 描述 这 些 振动 ， 因 此 分 子 也 必然 能 吸收 或 发 射频 率 和 人 简 正 频 
率 相 对 应 的 辐射 ， 这 些 辐射 的 频率 一 般 位 于 红外 波段 . 


2.13.1 红外 活性 和 无 红外 活性 


如 略 去 电子 运动 与 分 子 的 转动 运动 ， 与 红外 跃迁 的 几率 有 关 
的 宅 阵 元 可 表示 为 


| #2 0дхф„(0дат, 
(2162226224 (2.13-3) 


| фи С О, )z@,, ( О;)ат, 


对 于 基 频 跃迁 , л, = 0,n; = 1, 可 根据 $ 2.6 Br 116 BJ ЖЖ 
判断 式 (2.13-3) 是 否 为 0. НАТ Ф000) 依 群 的 不 变 的 不 可 约 表 
КГ, х,у, z 是 矢量 > 的 三 个 分 量 。 如 果 HCO) 依 分 于 所 
属 群 G 的 不 可 约 表 示 T’' EK, RAK r 的 任 一 分 量 了 所属 的 不 可 约 
表示 Te” 包含 在 直接 乘积 ГГ (80 17) 中 时 ， 上 述 积 分 才 不 是 
零 。 此 时 我 们 称 第 7 个 振动 模式 是 有 红外 活性 的 ,人 否则, 则 是 无 红 
外 活性 的 . 
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EATE НД 21-51 96. 将 有 关 侦 极 短 的 积分 表示 为 
- | p*, Mp,dr. (2.13-4) 


设 算 符 M 属于 某 一 不 可 约 表示 ,以 ru 代表 .如 M JS T Жл, 
则 I* 代 表 该 表示 的 任 一 不 可 约 分 量 ， 只 有 当 Фф, Ж 如 ,所属 表示 
Г" 及 TI” 的 直接 乘积 T OT 中 包含 T* 时 上 述 积分 才 不 为 零 
红外 路 迁 才 是 可 能 的 . 

例如 ,对 于 СО, 分 子 ,A,, В,, В, 诸 模 式 的 基 频 跃迁 都 是 可 能 
的 ， 显然, 如 果 把 M 展 成 正则 坐标 的 函数 ,对 某 个 分 量 


М; = М» + 29, ( ao), + > 0,0.(528:-). 


则 可 使 上 述 分 析 简 化 ， 


2.13.2 За 


当 能 量 为 ho 的 光子 人 射 到 分 子 上 时 ， 散 射 光 于 的 频率 可 以 
变化 ,散射 过 程 中 的 能 量 守 恒 可 表示 为 
ho, = Bo Йод, (2.13-54) 
Ёо = E, — Е, (2.13-5Ь) 
Es Е, 为 两 个 振动 能 级 ， 
散射 光子 角 频 为 o 一 ws 的 跃迁 称 为 斯 托 殉 斯 跃迁 ,为 о + 
ws 的 跃迁 则 称 为 反 斯 托 克 斯 跃迁 。 这 种 跃迁 的 几率 与 电磁 辐射 
所 感应 的 极 化 强度 P 82. iz PP 与 电场 强度 关系 为 
Р = «Е, 
在 一 般 情况 ,二 者 之 间 的 关系 可 具有 张 量 形 式 ， 
Р, = uE, + аЕ, + ossb;, 
Р, = ax Ë, + axE, + о„Е,, (2.13-6) 
P, = æ, E, + 0,Е, t G Es, 
а 为 二 级 张 量 。 可 以 证 明 
| ©; == Gj; (2.13-7) 
Я ЗАК х,у, 在 转动 操作 尺 作 用 下 恢 
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т = Кт | 
变换 , 则 由 于 PP 及 EE жЕкЕ, 5.58 6 Ч ИЛ. ШЖ 
式 (2.13-6) 在 变换 尺 后 的 形式 为 

Р -с«Е, BRP=a'RE, 
则 与 原 式 对 比 可 知 R e R = а, а = RaR”, 


ai = > В,,Кисы» (2.13-8) 
kI 


RH oo 是 依 
Dr@Dr = D(R)@D(R) (2.13-9) 
而 变换 的 ,D" ERE r 所 属 的 不 可 约 表示 。 可 以 证 明 , oi 的 变换 
tE A w. 
ХХ,.ХУ,Ха УУ, Уг» 22, 


六 此 ,对 于 与 拉 受 跃迁 几率 有 关 的 积分 


| фо "С On oi С Q, )dr, (2.13-10) 


只 有 当 D"Q@D” 的 简约 包含 а; 所 属 表示 的 不 可 约 分量 Di 时 ， 
积分 才 可 能 有 不 为 入 的 数值 , 拉 受 跃迁 才 是 可 能 的 ， 

表 2.13-1 列 出 了 对 于 某 些 点 群 ，M ,, M y, M: 5 œ; 所 属 的 不 
可 约 表示 。 表 中 以 z 轴 为 主要 转动 辆 . 

从 表 2.13-1 中 可 以 看 出 ， 对 于 有 中 心 对 称 的 分 子 , 对 红外 可 
能 的 跃迁 、 拉 曼 跃 迁都 是 禁 束 的 ;反之 齐 然 。 对 于 红外 贱 迁 ， 由 有 
在 对 i 操作 具有 不 同 宇 称 的 模式 之 间 才 可 能 产生 跃迁 , 即 

и»; 
Їй ЖУ Е, ДЕЕ АВ 11:35 :5::4:3):-5:99:41:9: n] ЙЕН Ж, 
ИП 
u— >u, £ CE. 

常 把 以 上 结果 称 为 相互 排斥 定 则 ， 但 也 可 能 存在 着 对 于 红外 和 拉 
曼 跃 迁都 是 禁 歹 的 情况 . 

在 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 只 考虑 到 P 5 ERREXA 在 激 
光 出 现 以 前 , 这 种 近似 是 符合 实际 情况 的 , 然而 在 激光 出 现 以 后 ， 
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poa MA ERLI RER. VL AH ЖЖ) KRMA ИНИ 
КА ЈА 


Р, = S aE; + У\оЕ,Е, + У) а;һЕЕ,Е, (22.13-11) 
і 15, 1.4) 


буув» бум 与 л 有 不 同 的 变换 性 质 , BKTIEBS В 00.28 49 4F96 52 28 ,出 
现 了 诸如 倍 频 \ 差 频 、 混 频 、 帕克 尔 (Pockel) 效应 等 许多 目前 非 线 
性 光学 中 感 兴趣 的 问题 ， 这 些 问 题 将 在 介绍 空间 群 后 再 来 讨论 . 
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除去 基 频 激发 态 外 ,还 存在 倍 频 \、 组 频 振 动 状 态 。 如 要 讨论 倍 
频 和 组 频 的 问题 ， 必 须知 道 有 关 振 动态 的 波 函数 的 对 称 性 。 本 市 
就 来 介绍 组 频 、 倍 频 和 一 般 激 发 态 的 疲 函 数 的 对 称 性 ， 


2.14.1 组 频 能 态 波 函数 的 对 称 性 


如 不 止 一 个 正则 坐标 相应 的 量子 数 为 1 , 则 这 种 状态 称 组 频 . 
例如 mr = 1 一 1 其 他 六 一 0, 则 振动 波 函数 可 表示 为 | 
ф, = NU O, O,, 
式 中 入 为 常数 ， 


3N—6 


U = exp| У (— эй. (2.14-1) 


可 以 证 明 指 数 >) (一 名 0) 与 势能 V = 2 — 101 有 相同 的 


变换 性 质 , 因 而 辟 在 对 称 操作 下 不 变 . 
(1) 如 果 o, 与 wi 是非 简 并 的 , 则 | | 
PRO; = ХХЕ)О,, | (2.14-2) 
PRO; шан XR)O,. 
R 为 分 子 所 属 和 群 G 的 操作 ,因此 在 R 作 用 下 , 波 函 数 将 依 下 面 变换 
性 质 改变 : 
Раф = ХА(Е)Х!( К), 


即 此 时 组 频 能 级 波 函 数 依 直接 乘积 DOD ж, D: f D! 0, 
与 Q, 所 属 的 不 可 约 表示 。 在 非 简 并 情形 下 Dk, Р! 都 是 -- 维 表 
л, ШЕ ЁЛ ХА, X, 
(2) 如 果 о 是 不 简 并 的 ,而 o, E: — BE ЭВО, МЛ ВЧ ЛХ Д 
WARS ЯН» 
Pa == N UQ „0, | 
gs = NUQ. 
设 在 RR 作用 下 Or 与 О 的 变换 性 质 为 
Өр, k O ga 
s (62) 09( 5) 
其 中 DIR) 为 二 维 不 可 约 表 示 。 而 О, 则 按 一 维 不 可 约 表 示 变 
Mi: 


(2.14-3) 


P aQ, ын Х(Е)0,, 
Дф, 和 Ф 在 RR 作用 下 的 变换 性 质 可 表 为 


ХӨГ ОН 60509). алею 


这 个 变换 D'(R) 的 特征 杯 为 
XCR) = Х(ЕХО, + Dre) = ХАХА, (2.14-5) 
ЗАР 
ХЕ = Dau + Бу», 
(2.14-5) RÆ, МНЕ 2єлх D 的 特征 标 X', 为 对 
应 的 正则 坐标 所 属 不 可 约 表 示 特 征 标的 乘积 X'(R)X'( R). 这 个 
表示 Р 一 般 是 可 约 的 ,可 依 以 前 的 方法 将 D' 简约 成 分 子 所 属 氮 
群 的 不 可 约 表 示 ， 
下 面 以 Т, 群 为 例 来 说 明 。 如 有 依 e K z, 变换 的 简 正 频率 组 
成 的 组 频 能 级 ,。 是 二 度 简 并 的 ， 是 三 度 简 并 的 。 组 频 能 级 的 
特征 标 与 Ta 特征 标 表 如 表 2.14-1 PAR. 
根据 衡 约 规则 得 
| D(+,)@D( е) = Өл. (2.14-6) 
事实 上 这 一 结果 表明 , 具有 e 对 称 的 频率 为 o, НУ ГЖ Фиэ фы» 
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р()®р(е) _ 


和 具有 z, 对 称 的 频率 为 со, 的 三 个 态 daks Pok ;由 之 间 可 组 合成 
六 个 仿 

papago ФыЧьк» Фафьк» ФыФьь» baba WA Фф, 
这 6 个 态 可 组 成 一 个 6 И) К, НЕНА НУ yE zB їг 
后 又 可 以 分 成 两 组 。 在 了。 和 群 的 对 称 操 作 作 用 下 ， 某 一 组 内 的 基 
和 撩 只 能 够 在 同一 组 内 变换 。 这 两 组 基 矢 中 一 组 的 对 称 性 是 л, 2 
一 组 的 对 称 性 则 是 2. 


2.14.2 РЕТТҮҮ. 的 对 称 性 


”如 前 所 述 4 = 0, (K >= ])п; == 1, 则 这 种 激发 是 基本 激发 , 涉 
及 的 频率 是 o;, o; 称 为 基 频 . Ш ту 2» 1,nx = ОСК = у), MEJLA 
频率 为 wi 的 量子 馈 吸 收 ,这 种 现象 称 为 mj 度 倍 频 .下面 讨论 倍 频 
ЕРА АУЕ Л. 


(一 ) о; šE Э 


Х| л 度 倍 频 , 根据 前 面 的 类 似 讨论 可 知 , 显然 波 函 数 将 依 О; 
变换 。 由 于 o 非 简 并 ,在 群 G 中 的 操作 RR 作用 下 
- РО, ын + 0;. 
因此 ,在 使 О; 不 变 的 操作 作用 下 ，07 也 不 变 ， 而 在 使 0, 变 写 的 


操作 作用 下 ， 
Р О” = Q; п 为 偶数 ， | 


2.14-7 
Pr0? 二 一 0; п 为 奇数 ， ) 
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以 上 说 明 偶 倍 频 的 态 属于 偶 表 示 ， kk kaqka 
激发 太 有 相同 的 变换 性 质 ， 
(二 ) 简 并 情况 


如 果 о; 是 了 度 简 并 , 且 总 共有 з 个 频率 为 w; 的 量子 激发 , 则 
倍 频 态 的 简 并 度 是 


Ty 《2.14-8) 


故 对 于 2 度 简 并 的 态 ,= 度 倍 频 态 的 简 并 是 《2 + == D! („+ 


І), 而 对 于 3 度 简 并 的 态 , n 度 倍 频 态 的 简 并 度 是 
(n + 1)(n + 2) 
2 нэ 
下 面 以 2 度 简 并 的 二 上 度 倍 频 和 三 度 倍 频 来 说 明 . | 
< 0,052 ЕНЛЧЛНЫ ЛА ЦАА, 31558. кий, 则 小 
及 如 下 三 种 被 消 数 ; | 
Фу ~ Н,(04)» | 
pa  Н.СОл)Н (0), u 
Фо ~ НУ О;»), 
ЕН ДЕ ЛАНУ Л ЕД ПЕНЯ, АЖ ЭЛЕЙ КЖ 
的 变换 性 质 相同 ,因此 HC Oa), Н.СОА) НКО) 和 HX 9;) 的 变 
换 性 质 分 别 与 Од» 0.0 和 0} Ж. 
先 求 以 这 三 个 函数 为 基 矢 的 表示 的 特征 标 。 设 在 对 称 操作 作 
用 下 ,二 度 简 并 的 简 正 坐 标 按 如 下 变换 : 
PRO; = К„О,л + aen] 
P RO; = К„Ол + Ко Од, 


Ri ZJ ЖА R| PJ 78 ӘР. ШШ] 


Ой 
Р, ОО 


(2.14-9) 


(114-10) 


.177 ° 


Кі, | 2К,К, Р, | OF 
= єл, RaRat RaRa sas] O;, O;, | (2.14-11) 
‚Кї, 2К,К,, R>; Ой 
这 个 表示 的 特征 标 
Х(К) = X,(R) = Ri, + Ri + RaRa + RaRa (2.14-12) 
式 中 特征 标 加 一 下 标 以 表明 倍 频 的 度数 . 
同 理 
б 0), 一 P.P QA = (Rì + К.К.) 
+ (RaRa + R,R,;;)Q;;s 
P 03, = (RaRa + К„К\)Ол 
+ (Ri + К.К„)Ор» 
X,( R°) = Е, + R; + 2К„К„. (2.14-13) 
对 于 基 频 态 , НАТА Ф 及 ba, 分别 具 有 Ол М Оп 
HJ ЗЕ ЛД, Ф ТЕЗЕ ЖЇР) ЕАО ШЕЙ 
XCR) = Р, + Ra. (2.14-14) 
ЕН 2.,14-21(2.14-13) K (2.14-14)1£6 X, 可 得 到 


ХЕ) = 六 [X(R)X(R)+ X(R2)], (214-15) 


即 可 由 ХКК) K XCR’) Ki ХК). 
ж РУ K РЕЧНЕ АЖ 
Фу  Н.СОл) ~ Ой» | 
pn ~ H,( Q; )H,( Qi) ~ 01.0, (2.14-16) 
Фа Н.СОл)Н:0 5) 0.02, 
фуз ~ Н.С Q;s) ~ Оз. 
эп ЯЗ БУИ БЕ{ ЛНУР ЛЭ А ЖОЕ ҖЕ Ж, ИЛЕК RET 28 Ж 
КЕЙ а] C S АЈ 


à 7 3КР, 3R Ёа, №, 4 
Rz R, RaR R, 2К,К,К, КЁ» О 


= +R R, + R,+R2, О»О» 
RR, 2К,К.,К.,, 2К,,К,К., 22К 0.03, ° 
Ё 4КЁЬК, 二 RR 3 


\ | 1 /2 
Ri 3RiRy  3К„К;, К 


(2.14-17) 


这 个 表示 的 特征 标 为 | 
X( R) = X,(R) = В, + К, + 2R,R, (BR ., + Ro) 
+ RaRa Ra + R,) . 
= (Ra + Ra) RaRa + 2К,ЁА). 
+ Ri + Rì. (2.14-18) 
同 理 | 
Р 0) = (Ri + 2R,;R; R, + К„К»Ё»)О 
+ (R Ra + К„Е, + RuRaRy + ЕК» )О;, 
P Q; = (КК + ККК, + Е.К, + ЕК, )Q;, 
+ (К„Е„Ё,, + 2RaRaRa + Е5,)0,;а, 
X( R?) = Е + Е + 3Ё„Ёл(Ё,„ + Ra), (2.14-19) 
Fi 


X.(R) = > [XRIXAR) + X(R)). (2.14-20) 


可 将 上 述 结果 推广 到 二 度 简 并 态 的 n БЕ ИЖ: 
Х,(Ё) = > [X CR)X a(R) + Х(К”)]. (2.14-21) 


对 于 三 度 简 并 态 的 = 度 倍 频 ,可 以 证 明 
21 27727 
XCR) = 2 |2x(R)x,-.(R) + — [2 CR) 
— Z(R)]x, a(R) + АСЕ"), (2.14-22) 


JE НЭХ XCR) = 1;Х„(К) = 0,(m < 0). 
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这 里 限于 篇 幅 就 不 青 去 详细 证 明 ， 读 者 可 查阅 有 关 的 参考 文 

下 面 就 以 СН, 的 二 度 简 并 态 为 例 , 讨论 2 = 2, 3, 4 的 情况 。 
сн, 属于 T, 群 ,二 度 简 并 态 属 表示 е, 在 表 2.14-2 h APHRA 
中 所 涉及 的 对 称 操作 和 特征 标 . 


Нь 2.14-2 
ЭР Е 8С, 3С, 60 4 65, 
К Е С, Е С 
R° Е Е С ба $ 
R F С, Е Е Е 
-一 一 一 一 一 一 一 一 | 一 -一 下 一 一 一 一 一 一 
不 可 约 表示 е 的 特征 标 
ХОК) 2 -1 2 0 0 
XCR’) 2 -1 2 2 2 
X( R° 2 2 2 0 0 
X( R°) 2 -1 2 2 2 


由 上 表 可 用 如 下 公式 算出 (К), (К) 和 CR): 


x,( R) 一 > (XRMXR) + XCR')}, 
(К) = > |Х,(ЮУСЕ) + x,( R°)], 


XCR) = " [X,( R)x,( R) + (891. 


结果 列 于 表 2.14-3, 表 中 的 右 方 还 列 出 了 有 关 表 示 的 简约 结果 ， 


Ж 2.14-3 
E 8С, 3C 60 4 65, 简 约 
Х,СЕ) 0 3 | 1 а,Фе 
XCR) 4 1 4 0 0) apa: De 
XR) 5 -1 5 | ! а.@2е 


2.14.3 一 般 振 动态 的 对 称 性 


通过 前 面 的 讨论 ， 现 在 可 以 对 于 一 般 的 振动 激发 态 波 函数 的 
对 称 性 进行 讨论 。 仍 以 СН, 为 例 , 用 $2.12 的 方法 可 以 证 明 其 振 
动 模式 为 Dep Wik a 模式 是 二 度 激 发 ,。 模 是 基本 激发 ， 
一 个 扎 模 征 基本 激发 ， 而 另 一 个 捕 模 式 是 二 度 激 发 , 即 
2551: а т == 2; 
1-52: е, п, = l; 
1 = 3: 1,, п, = 1; 
1 = 4: бэ» т = 2, 


在 表 2.14-4 中 列 出 了 与 二 模式 有 关 的 特征 标 . 


$ 2.14-4 


ЕН 2.14-1 139 2.14-4 可 得 
D: = а, 
Р = a| Peh. 
这 里 下 标 2 代表 倍 频 度 2 如 2” 一 1 则 可 略 去 .。 波 函数 依 表 示 
D = D: Q D: QD E Dy’ 
= 0,006 Qla D e Or) 
= eID е OO е Ф е 091695, 


变换 ,但 
e | = е2, == 404, (2.14-23а) 
1091, = а, ел, (2.14-23Ы) 
LOL = a, e OLD. (2.14-23c) 
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因此 
D = .BnD DB) е Фб. + ь)698 
IAA 
@(a,@ е Өв Өв). 
D = aBa: 2:055, (2.14-23d) 


2.14.4 非 简 谐 项 的 影响 
如 归 在 势能 的 展开 项 中 计 入 位 移 的 三 次 项 
六 一 了 十 " 3, >, 454) 


+ Ч У’ > > 5:5:4:414) + .... (2.14-24) 
. k 


则 振动 是 非 简 谐 的 ,此 时 不 可 能 把 振动 分 解 成 独立 的 简 正 振动 , 简 
正 振 动 之 间 将 有 相互 耦合 ， 但 是 ,可 将 非 诺 项 看 成 徽 扰 ,用 微 扰 理 
论 来 讨论 非 谐 项 对 振动 态 的 影响 ， 令 


‚_ 1 
Ĥ' 一 3 2,328 ну4:4(45 + Үс» (2.14-25) 
Я = B, + В’. (2.14-26) 


如 果 А, ET G, ШЕТ G, ШИА 在 群 G 的 操作 作用 下 不 变 , 因 
й 属于 G 的 不 变 的 不 可 约 表示 .。 因此 ， 只 有 当 D*O 


D'CO) 中 有 D! 时 ,矩阵 元 | oonde 才 不 等 于 零 ,D: 为 G 的 不 


变 表示 。 由 此 可 见 , 计 入 非 谐 项 后 ,只 能 引起 对 称 性 相同 的 态 之 间 
的 耦合 ， 也 就 是 说 。 非 谐 项 不 改变 振动 态 的 对 称 性 ， 但 是 ,显然 非 
谐 项 将 使 简 并 振动 的 倍 频 态 的 简 并 度 发 生变 化 . 


52.15 ”原子 振动 -电子 相互 作用 , 杨 - 特 勒 
(Jahn-Teller) 效应 


对 于 多 原子 分 子 ， 原子 的 振动 与 电子 运动 有 比较 强 的 相互 作 
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用 .由 于 原子 的 振动 ,可 能 使 电子 态 的 简 并 度 发 生变 化 ,也 可 能 引 


2151 电子 -原子 振动 相互 作用 对 电子 跃迁 的 影响 
设 

т = ф,ф,. (2.15-1) 
Ф. С ВОРА, Ф, 则 代表 振动 波 函 数 。4. 满 足 电子 运动 的 
BE IE ТЕЛ ЁЕ 

p. = Epes (2.15-2) 
其 中 B, 和 E, 为 电子 的 哈密 顿 算 符 和 能 量 。 当 原子 核 振动 时 , 电 
子 的 哈密 顿 量 将 发 生变 化 ， 


Н, = Ё + > (ан) О.+ --- = 8+ 8, (2.15-3) 


P RIE ВЕ С dom) 将 受到 微 扰 项 的 影 啊 ， 
= + > Cmo (2.15-4) 


Ат 
式 中 的 40, фИ,++-,ф0,++- 是 不 计 人 原子 振动 时 薛 定 谓 方 程 的 解 ， 
下 面 我 们 讨论 计 人 原子 核 运 动 后 对 妖 迁 几 率 的 影响 .为 简单 起 见 ， 
在 讨论 中 不 计 入 简 并 的 情况 。 跃 迁 矩 阵 元 
jw М ndr 

- 242732 олат, 

= К, | фф, ат, (2.15-5) 
式 中 R, = | ф“М.фу4т BM 22 = 0, ИБСЕН Л, 


= 


| Ф, Мар, ат, 
一 | «Мат, + 2, C A| Di Марат, 
k æm 


如 果 右 边 第 一 项 是 零 , 则 在 不 计 和 原子核 运动 时 ， 跃 迁 是 禁 正 的 ; 
但 是 , 计 信 原子 的 振动 后 ,第 二 项 可 能 不 等 于 零 ， 根 据 微 护理 论 


«183, 


— 1 2“ yr ро 
С», шин ED — E? | Q pdt., 


只 要 C,, = 0 #l | Мат, зе 0, 这 种 跃迁 就 是 许可 的 ,好 象 在 
‚жр Аш РЕШЕ а ATE ЕЕ ИЛЕ. 


2.15.2 17-18) (Jahn-Teller) 效应 


如 有 一 计 人 非 谐 项 的 分 子 的 电子 处 于 简 并 态 ， 则 这 个 分 子 将 
会 发 生 畸 变 ,进入 一 个 对 称 性 较 低 的 状态 ,而 使 简 并 度 降 低 . 这 种 
效应 称 为 杨 - 特 勒 《Jabn-Teller) Жу. 

仍 用 简 并 的 微 扰 方法 来 说 明 这 一 效应 ,有 关 的 息 阵 元 


| озат, 
代表 原子 振动 对 电子 坊 的 影响 , dr, 表示 对 电子 坐标 的 积分 ,如 果 
由 ,是 二 度 简 并 态 的 波 函 数 , 则 计 入 振动 后 ,将 可 能 使 简 并 性 取 
消 ， 简 并 性 下 降 要 求 积分 | gaa 有 异 于 零 的 值 必须 D” © 


D 中 有 D(9;), D 代表 二 度 简 并 的 不 可 约 表示 . 

图 2.15-1 说 明了 计 人 原子 振动 后 , ETARIK, ЕЕ 
将 是 0, 的 线性 函数 ,从 图 中 可 看 出 当 0; 一 0 时 ,显然 不 是 能 量 的 
最 小 便 。 


图 2.15-1 和 杨 - 特 勒 分 裂 
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41170 E$ 21 


第 二 章 习 题 | 

1. 证 明 x + yx — у ХХ ЛЖ, RIk SIB SUR BBS. 

2.01 Р = x*zg(r) p. ижлээ ан RRA хэй, 1Й 
oz 是 主轴 . 用 这 些 基 函 数组 成 的 表示 是 可 约 的 吗 ? 如 可 约 ， 试 将 此 表示 简 
约 成 不 可 约 表 示 . 

3. 取 ox 轴 为 主轴 ， 试 间隙 数 Z, = у, Ф, = „йр 群 的 哪 一 个 不 可 约 表 
示 变 换 ? 两 个 粒子 坐标 的 乘积 yy29 yz уз, 和 215, 依 什么 表示 变换 ? 将 此 
表示 简约 成 D, Ду] ЛШ RM. | 

4. 设 ох 轴 为 主轴 ， AAR 2, = x°, Ф. = у, фу = 27, ф, = хэй, = у, 

Ф. = 20310, = yz. 

G) АЛАХ ЖЕШИНЕ D, 的 表示 ,并 将 其 简约 成 不 可 约 表示 ， 

(1) 找 出 D, 不 可 约 表 示 的 基 矢 . 

5. 试 以 (ғ, orars) 为 基 矢 找 出 其 他 依 排 列 群 P, 变换 的 陪伴 基 矢 ,并 
利用 Р, 与 Р, 的 同 构 性 ,试用 投影 算 符 找 出 Ps 不 可 约 表示 的 基 矢 . 

6. 试 讨论 ! = 2 的 态 在 具有 D, 对 称 性 的 微 扰 势 作用 下 简 并 度 的 变化 
情况 . 

7 . 试 求 D: Fk Ts 群 不 可 约 表示 的 简约 . 

8 , 试 求 D: Р, 和 Du 不 可 约 表示 的 简约 . 

9, 试 求 具有 Di 对称 性 的 平面 AB, (如 AuCl7,BsF,) 以 及 具有 O, 对 称 性 
的 АВ, 型 (例如 8Е,, РЕГ) с 键 的 不 可 约 表示 ， 并 给 出 用 ғ, р, а 函数 可 组 成 
的 杂 化 轨道 . | 

10. 试 求 AB, 型 分 子 x 轨道 的 不 可 约 表示 。 用 哪些 :,p,4 的 杂 化 轨道 可 
组 成 x 及 键 ? 

11. 试 计算 环 丁 烯 С,Н, ул 电子 的 分 了 轨道 以 及 有 关 的 能 量 ， 


(эс 


Он 
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12.с,н, 具有 如 图 所 示 的 顺 式 (Cis) 与 反 式 (Trans) 两 种 结 


эх СС45) С 反 式 (Trans) ` 


肉 , 试 说 明 两 种 结构 的 点 群 分 别 为 624 与 cv? 试 求 出 与 ~ 电子 有 关 的 能 量 ， 
13 . 试 求 乙 抉 СН, 的 正则 振动 模式 和 正则 坐标 。 


15 , 试 求 水 分 子 Hio 的 正则 坐标 与 正则 振动 模式 . 


16 .如 哈密 顿 量 具有 D, 对 称 性 ， 试 问 本 征 态 的 简 并 性 如 何 ? 在 这 一 体 
系 中 ,哪些 状态 之 间 的 偶 极 跃迁 是 允许 的 ? 
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第 三 章 “完全 转动 群 的 不 可 约 表示 和 角 动量 


在 第 二 章 中 已 介绍 了 完全 转动 群 的 特征 标 ， 但 是 没有 涉及 完 
全 转动 群 元 素 的 表示 和 矩阵 的 描述 . 为 了 进一步 讨论 有 关 离 子 和 原 
于 的 一 些 问题 ,例如 角 动 量 耦 合 , 顺 磁性 离子 能 级 在 磁场 作用 下 的 
5) 38. 离子 能 级 在 晶体 场 中 的 分 裂 等 等 ,本章 将 详细 介绍 完全 转动 
群 的 不 可 约 表示 以 及 有 关 角 动量 的 而 合 问题 ， 


$ 3.1 ша 
不 可 约 表 示 


在 经 典 力学 中 已 经 熟知 ， 任 何 正当 转动 都 可 用 欧 勒 角 a,p,7 
来 描述 . 令 举 标 轴 固 定 ， 而 实体 转动 。 本 节 先 讨论 如 何 描述 此 转 
动 ， 并 给 出 相应 的 数学 表达 式 . 任何 转动 都 可 由 下 面 三 个 步骤 完 
成 : 

(1) 184 Sr IK 2% 02 轴 转 7 角 , 尝 标 是 (х,у,г) 的 点 转 到 (xy ， 
* )。 新 旧 坐 标 之 间 的 关系 可 表示 为 


х = хсоѕу — ysin 7, 
y = х sin Y + усо57, (3.1-1) 
z == z, 


显然 , 0 < y < 2x, 
(2) 再 将 实体 绕 oy В 10, BRI (х,у, ж) 的 后 转 到 
(57,/у ,2z”)， 转 动 前 后 坐标 的 关系 为 
x” = x' cosp + 2408, 
у =y, (3.1-2) 
в 一 一 4 sinf + е cosp, 


b 的 范围 是 0558 < x. 
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(3) 将 实体 绕 oz 轴 转 0 р, ЯАЖ (х”, у”, z”) BARR 
(xyr) 二 者 的 关系 可 表示 为 
x” =x" соѕа-—у' sina, 


y” = x sina + y” cosa, 


(3.1-3) 
а Ai 0<о < 2л, 
和 前 一 章 的 符号 АА 
[н] , 设 


ГЭМ x 
r)" Ч) 
z 2 

由 式 (3.1-1)，、 (3.1-2) 和 


《3.1-3) 可 得 到 用 c,8,7 表 3.1-1 
示 的 矩阵 ,a,6,7 即 为 熟知 的 欧 勒 角 ,如 图 3.1-1 所 示 。 


соё —sing 0Ү/ cog Ü яп6\/со57 ~sinY 0 
К(«фбт) = | sinc cosa | 0 1 0 sin 7 cosy 0 


0 0 [/\—зш8 0 cosg 0 0 1 
С084С0568 ~sing cosasin8)/cosy 一 Siny 0 
一 се cosa aane | ao совт 0 | 
— sinf 0 со5@ 0 0 1 
со84С088С087 Ə— cosa сов sinr cosasin 8 
— sinasinY 一 sşinacosY 
= | sinwcospcosyY — singcosĝsinY ===) (3.1-4) 
+ cosasinT + cosacosr | 
— sin сову sin 33117 со58 


为 了 找 出 完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 , 令 Pr RESA RA 
关 的 算 符 ,而 以 球 谐 函数 Yin 为 基 , 得 到 


Ё (авт) Yin Эх (айт YY m's (3.1-5) 
Dm(ab7) 就 是 所 要 求 的 完全 转动 群 的 不 可 约 表示 。 РЕД І = 
1 的 情况 作为 例子 来 求 出 D Clapr). 由 于 任何 球 谐 明 数 都 可 写成 
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БУХ (十 9 十/ 一作 等 多 项 式 的 线性 组 人 合 ;再 由 


PRY i (т) ын Үү, ( R” Ч), 
如 可 求 出 有 关 的 不 可 约 表 示 。 当 /一 1 时 


иии xW 


13 . f Зх + іу 
Ү, 一 шин gp їп бе! = 一 Ñ r r 5 


— 


3 3 z Е 
Ya 一 17050 = Ал y Бан” | (3.1-6) 
| 3 х 一 у 
| Yi- = sine АЖ Ba r * 
зз 3 | | 
Р еви = — ҮЛ ү { [C cos acos 0 cos Y — sin masin 7 )x 


十 (sin@gcosBcos Y + созо sin 7)у 一 ( cas Y sin @)г 


+ i[(— соз cosg sin 7 — sin æcos У )х 
+ (— sin асоѕ sin y + cosacos У )y 
+ (sinp sin7 )z]) 
2-8 ! ws + sing гү, 

| 2 


а1-- cost m 
e LT COSR ory,,. 


+ e 
ATE 


3 1 | 
Раск) = А| y 1(созе зїп х 


+ ( sin a sing )y + ( cos 8) | 


| е‘ sin # 
— <. —— — ` Ү, + cosp Y io 
2 


e” sing 
-+ Үү, 
V 2 
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(3.1-78) 


(3.1-7Ь) 


21 — | 
ҮРЭЭ ЛЭЭ! =e ü — чын е"Ү, 


2 
根据 定义 式 (34-5)Э,Я8 80220300 
e-i L cosp -„ _е sing. -iel — cosg rr 
2. 2 
== Snp -ir cosp - Sinf pir 
А/ 2 4 2 
ЦЭГ -ir esing pelt гэ? 
(3.1-8) 


由 上 面 的 计算 显然 可 见 , 这 种 推导 Dagr) 的 方法 是 比较 繁复 
的 ,即使 对 于 ! 一 1, 运算 也 不 简单 ， 因 此 在 下 一 节 我 们 将 介绍 一 
个 比较 简单 的 方法 ,可 以 通过 一 个 普遍 的 公式 来 求 出 О (ару). 


$3.2 — H: Z IE PE 


本 节 将 证 明 可 以 找到 一 个 与 转动 矩阵 RCapy) 相对 应 的 二 维 
ЛЕЙ. 由 于 转动 矩阵 Rpr) 组 成 完全 转动 群 的 不 可 约 表 
示 , 本 节 也 将 证 明 相应 的 二 维 么 正 矩 阵 也 组 成 群 ,并 将 通过 二 维 么 
正 群 的 不 可 约 表 示 , 得 到 D'(a87). 


321 二 维 么 正 么 模 和 矩阵 


设 二 维 么 正 矩 阵 的 形式 是 | Е 

a b | u | 
(E ) азы) 

根据 么 正 性 的 要 求 ， 
Tu == ин = E, (3.2-2) 


由 此 得 到 
a” lel? = 1, a*b + c*d = 0, 
| u ° (3.2-34) 
b*a + d*c = 0, 1812-4141 -1, | 
同 理 ,由 
(11147013 
uut = 一 
c алд" d* 0 1 
得 到 | 
a |“ + == ac + bd = 0 
> es j (3.2-3b) 


са* 4- db* = 0, |c + la =l. 
由 于 x 不 仅 是 么 下 的 ，、 而 且 也 应 是 么 模 的 ， 故 要 求 行列 式 寺 于 
l; 


= 1,  а4-6с-01, (3.2-3с) 


НЬ 
de y 
RERI (3.2-34), (3.2-3b) 及 (3.2-3c), 需 要 
a* = d, c = —b*, 
НЕВЕ ЖИЕ АЖЕ E: Fi 8 JÉ sN 
a D 
и = г). (3.2-4) 


322 жое 
已 知 泡 利 自 旋 矩阵 为 


0 1 0-1 1 0 
1 0 . š 0 0 -1 


8| АВ A VEX о, буу 0: 的 线性 组 合 


мин | y 29), (3.2-3) 
x+ —z 

r, у, z 是 线性 组 合 的 系数 ， 令 r, y,z WELA, TIA ñ ЖОАН 
阵 , 可 作 下 列 么 正 变 换 
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k = ири‘. (3.2-6) 
ШЕ 2, ЕНУ ЕЕ ДЕ ЛЕ Т, mE JE 
ВЕ Z IF ЗЕ 730) ДО. # EE, N Je af 9” 表示 为 


-| б ET ЭЭ, (3.2-7а) 
将 式 (3.2-6) 代 入 后 得 到 | 
Ё + гу. йн ) 


_ 2 r — iy — b` 
эт ат 4... гу — y a ! 


Ш b X“. z+ b*(x— iy) —bz + a(x — ”?) 
b* а*(х + у) — Ф*«: -4(х--1у)--аг/ 


由 此 得 
(465 + ba*)x — (abf ~ ba*)y (at PT — ilat + 5 )y 
Ш + (аа* — bb*)z, - 2abz | 
Ш (455 ~ 55 5)х + (ut + 25Эу —(ab* -+ ад БЖ +:(ab* - bajy |` 
一 2a*b*z, — (аа* — bb*)z 6 


(3.2-7b) 
将 〈3.2-7a) 和 (3.2-7b) 式 相 比 较 , 得 
хб iy = (а? — br — ila’ + Б?)у — 2abz, (3.2-84) 
x + iy = (a° — 5" )r -ila + b*°)y — 2a*b*z, (32-85) 
z’ = (ab* + Ьа*)х — i(ab* — ba*)y 
+ (aa* — bb*)z, (3.2-94) 
由 式 (3.2-8a) K (3.2-8Ь) 可 解 出 


x — HG + a*? — 2 bta 


2 " (а? + b? — a® — b*2)y — (ab + a*b*)z, (3.2-9b) 


у = — (а а" — р? + Ь*?ух 
十 二 + 2 + b? + b#2)y + КаЧ"-ай)г, (32-9с) 
设 
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Ü | = K(u) | у | (3.2-10а) 


H (3.2-9a), (3.2-9Ь) ЯП (3.2-9с) 可 得 到 


„(е + at — р? — 0%) 


К(и) 一 一 i (а? __ a*? р? + 5Ж3) 
2 


ab* + ba* 
- 00 ШИ а®* + Ры __ 551) — (ab + a*b*) 


> Са? + 4*? + 53 + 555) (4525 — ab) | . (3.2-105) 


- ; (ab* — ba*) 一 855 

ааа ИА АЕ аа ТТУ, 即 

x + y? + Z = x” + y”? + 2", 
因此 可 将 x,y,z 作为 实体 上 点 的 坐标 ,而 二 ,yz 则 代表 其 经 某 
种 变换 后 的 坐标 。 下 面 将 说 明 适 当选 择 x АЈ о, ЛИ МЛ a, 
В, Y 的 关系 , 可 以 使 式 (3.2-10b) 所 表示 的 Ё(и) 与 式 (3.1-4) 的 
R(a,8,7) 相同 . | 
323 R) 5 Ё(а,В, Y) 的 关系 


将 式 (3.1-1) 改 写成 


x cosy —siny 0\/x x 

у' = | sin У cosy 0 y |= R(u) ) 1, 

z 0 0 1 z z 
将 上 式 与 式 (3.2-10b) 所 表示 的 R(u) 比较 ,得 到 
2064 a — b? 一 5*?) 2 2064 23124 ЭӨ1 

= cosy, 

3 (8 дж + b БЖ) = t (a — a? — b + b”) (3.2-11) 
2 | | 2 


= sin Y, 
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HE EERI D = Б 一 一 上 因此 = 0, аа = 1, аз 
сө» 


: t , _; . . 
2 (а^ — a**) = 2 (e — e) = — sin 20 == siny, 


因此 


Y 


由 К(и) = R(oñr) БЕНЗЕР ЗЕКЕ «为 


| е7‘ | 0 
“(007) -( 0 ма) _ 32-13) 
同 理 ,与 式 (3.1-2) 对 应 的 变换 也 可 写成 
x” cos@ 0  sinf\jr ` x 
[у= o 1 0 фу |= (и) |у |, 
z |] \—sing 0 соз@/\г z 


将 上 式 与 式 (3.2-10b) 比较 得 
> (а + a*t — b’ — b*2) = cosp = aa* — bb*, 


1, . 
зба жаъы 0") =1, 


а — а — b° + 6% — д? — a*t p Ь1 Б <= 0, | 
因此 | 
| а= a", Б = р а + b: = 1, 
—(ab + a*b*) = —(аЬ* + ba*) = sinp, 
a*b* — ab = ab* — Баж = 0, 
由 以 上 诸 式 得 。 


а — Б? = cosg, 22 + Б? = 1, 


.195 。 


为 了 满足 以 上 各 式 ， 可 以 证 明 必 须 取 b = — sin —, 


—— 


因此 К(и) = К(080), 
cos L — sin 8 
«(080) = в (3.2-125) 
sin > cos y 


因为 式 (3.1-3) 的 形式 与 式 (3.1-1) х М A k 3848. 21341, 
(3.1-3) 对 应 的 变换 为 


| - О 一 -0 А 
(и) = К(а00), u(a00) = Ш ша). (32-12) 
É 


将 式 (3.2-12a),(3.2-12b),(3.2-12c) 三 式 相 乘 ,就 可 得 到 与 Re， 
pz) 相 对 应 的 二 维 么 正 么 模 和 矩阵 w(osps7): 


_ 8 inb -i 
SeT е cos їл. -7 ¿IT 0 
u( 687) = 
ЭЛ св Ч 
0 е \ 510 2 cos > Ü е 
_ (a+) | i(Y—a) 
e гов - ? sin £- 
- б (32-13) 
ба) 8 ilaty) 8 
2 sin 一 e “ со 
° 2 2 
与 式 (3.2-4) 相 比较 得 到 
_ í (a+r) 8 
a = e 21 cos—, 
„2-14 
i-a) 8 ! | (3.2-14) 
р = — е °! sin 了 


324 “与 转动 操作 对 应 的 二 维 么 正 么 模 矩 阵 组 成 群 


wW Ж и, = и(а,й,7,), и, = и(а,8,7,) 是 与 К(а,8;7,) NI 
R(a,B,Y,) BPR MRZEL 12,838 Ж.Н. 


А = LUN А = Hsh Uz’, 
, 196 е 


| нэ. 
h” = Wh Wy = um hu uz’ 
= (uu Alum), 

ХВИ, Wu, u, 分 别 与 К(08,7,), R(aj,y,) 相对 应 ， 则 
(wu) 与 转动 [А(0,8,7,) (ов, у, )] 也 是 对 应 的 ， 同 理 , 也 可 证 明 
其 它 组 成 群 所 需 的 条 件 也 是 满足 的 ， 因 此 二 维 么 正 么 模 和 矩阵 组 成 
二 维 么 正 群 ， 而 且 这 此 矩阵 本 身 就 是 群 表示 ,二 维 么 正 群 和 完全 转 
动 群 是 同 态 的 . 

由 式 (3.2-10b) 可 以 看 出 如 果 同 时 改变 a, 5 的 符号 ， 并 不 改 
变 К(и) 的 矩阵 元 ， 因 此 x 和 (一 w) 对 应 于 相同 的 转动 , 即 * 与 
(一 2) 都 可 以 做 为 转动 的 表示 ,我 们 称 这 种 表示 是 双 值 的 。 


$ 33 由 二 维 么 正 群 导出 的 完全 转动 和 
的 不 可 约 表 示 ， 


Жут 维 么 正 么 模 和 矩阵 (а, 5) 与 欧 勒 角 (в,8,7) 的 关系 
后 ,本 节 将 由 此 导出 完全 转动 群 D!(a8y) 的 不 可 约 表 示 、 
选择 ,nn 作为 基 矢 , P, ER 相 联 系 的 算 符 ， È, т 的 变换 性 
质 如 下 : | | 
Р (абу) 一 «(487 )45 + и(а87 Jan = ağ 一 Ь*л == р’, 


3.3-1) 
P „(е8 Ут = и(0687) + и (alr )y = 25 + а = т, ( 


B 
gE'\ /8 | юэ 
C) 199) | (3.3-2а) 
由 于 ”是 么 正 变换 ， нэ 
EP тб — EË + |a (зз-%) 
为 了 把 E, 与 球 谱 函 数 Y, 1 Уут, _ 
fim = №," (3.3-34) 
选择 Nim 使 其 满足 下 列 条 件 
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і | 
>, „Сар ҺА) = 2. fa Š)! Cn), (3.3-3Ы) 
Bp 
- 
D Nia PEE теу" 


-5 Nimi (EE™ 0) "Ст". (3.3-3c) 


下 面 将 证 明 , 如 取 
| шт 

— — ., 4 
М, |2 = (1+ т)! ОБГ" 《3.3- 3 ) 


就 可 以 满足 式 (3 3-3c)。 将 式 (3.3-3d) RAR (3.3-3c) ,得 
> (Nia PAE ЮС Р)" 


л СЕ)" и py” 
ёс, Q + т) — m)! ` 
5 в = 1 - т, TARA нэн 
— CD __ '|2322—-n/( | | 2\л 
О У, GD ar EPO 
根据 二 项 式 定理 ,上 式 就 相当 于 | 


р Б, 


(21)! 
再 由 式 (3.3-2b) 式 就 得 到 
(JE + ||” = Ө E! + ир» -2 fimfim, 


根据 定义 
É (eY), Ст) = Мы Ë к)", п)” | 


- (es pn) nC ачу 
VU 十 m)! (l — m)! 


e 108 • 


1 +m 


_ ужун» „угуу С! _ 
шанг 24 ) kill + m — K)! 


N аг!” КржкЕ ттк 

1-7 (1 — m)! , , , , 

(bE 十 ж ус” — 3 a ат! ст А & 
o ŽAKO —m— K) 7 

Р Саву Yin En) 
Уели — [IG + тиот) 
k=0 k'=0 | КАТС m — K)1( — m — k)! 
x аж жа трт 21-К-47 6447 (3.3-4) 


& !—k — 0 =m, k = 1— т — k, WA А = 0, k = 0 Е, 
m = 1; 4 K = 1 — m, k = í + m M, т = —1,‚ ТЕХ(3.3-4) 
中 ,将 对 让 求 和 改 成 对 m' 求 和 ,可 写成 


i 1 +m 
Ё„(овт уб) = У, 2,С413 
т/ж-1 k= () | 


. (0-4-т)(1-0)11 
МО m — R) + m — k)!(m' — m+K)! 
х (агт жат ptm тт ym ) E 


i i +m 


= 2) OD 


m'=—] k=0 : | 
‚ |+ тиа = т) + т) ЦЭГ 
К1 (1-0 — R) U + m — k)! Cm — m +Á)! 
x a*l -m -kytk ltm-kpk+m >m f Е 
| Eitm ym 


[C1 + m) Q — m')1]3 


= > "Р(и),„ „һб, n). | | (3.3-5) 


m’ х= — { 


та 


由 式 (3.3-5) 可 得 到 以 jw(6a ) 为 基 矢 的 二 维 么 正 群 的 表示 08): 
门 2 [(1+т)|(1— m) вт) — т')|1% 
D'u Jnn = —1) РЛАР ттт т 

| 和 2 ) 101 т —K)1(l + m--K)1(m'—m+-k)! 


х а" рж діт КрКът =m (3.3-6) 
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表 将 式 (3.2-14) 代 人 式 (3.3-6)，, 得 
| и(айт)1 сн _ | 
_ у [Ut т) mU т) m')1]2 
== i 
2 CDU m — DI +m hm — m +b! 


ana Ср» 2/+m—m°-— 2k . 24-00 -m 
(ав) 0 (29840) 03 
(3.3-7) 
下 面 我 们 将 讨论 D'[s(e82 )] ШЕШ: | 
(1) 11= 0, т = 0, DI(u) = 1, Ж J = l. 
(2) І = гү m = 2 [++ = š, 如 m = ——, Т: 
式 (3.3-5) 得 


上 (ap7 )|:1(Ёл) = Вову) 
_ (аё 一 5®ң)%*#(5Е + а!л)373 


= ak 一 b*p, 
mgt: | 
Ë (авт): (En) = Pulat) = ЬЕ + a*n, 
ВШ 
а b | 
ifu) = == .3-8 
Р%(и) 07 a) и, (3.3-8) 
| 1 2 1 3 
(3) | 一 l, fu = —= 5, fio = 52, f- = —= T. 


V2 V2 

利用 式 (3.3-7) 可 以 得 到 

Р\[и( «#7 )] 
- афу) 1 + cosg „71% Sin f eTit) 1 шин cos 8 

2 42 2 
= sin 8 ЭНД | | cos 5 —. sin 8 和 ; 
| А/ 2 | | V2 
e=) 1-- cos б „і sing +) 1 十 со58 
2 4 2 24 
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БА (31-8) 552388), 通过 这 个 例子 我 们 看 出 ， 以 fm JER 
的 二 维 么 正 群 的 表示 与 以 球 谐 函 数 为 基 矢 的 完全 转动 群 的 表示 相 
Fi. 

(4) ри) 是 В, 的 不 可 约 表 示 : 为 了 证 明 D'u) 是 不 可 约 
表示 , 必须 证 明和 所 有 的 D'(x) 对 易 的 矩阵 只 能 是 常数 矩 隆 。 为 
此 ,我 们 首先 证 明和 D‘(x) 对 易 的 矩阵 必然 是 对 角 的 ， 如 取 a= 
c 2 b = 0,6 = 0, y = 0, 由 式 (3.3-6) 可 得 

| Ои), шин 2 MS mm’. u | | 
显然 ,只 有 对 角 撼 阵 4 与 D'[u(a,0)] HA. 11223108 44 Б 
р'[и(а„ё)] 对 多 ,那么 

>, A, D'[u(a, 5у1„„= DD'lu(asb) lmAnm. (3-3-9) 


设 Aam = албат» 可 将 上 式 改 写成 
1 | 4(а,6)1,55 Саа — а) = 0, 
由 于 在 一 般 情 况 риба, 6)16 > 0, 因此 得 a, гам, RADA 
是 常数 矩阵 ,因而 21и (а,2)1 Е Р, (в,8,7) 的 不 可 约 表 示 。 
HH e = 8 = 0. У = gç, M) 
Р!{и(е8Ү )) mm ЭГЦ mms 


特征 标 
| 1 sin (7 + 2) ф 
Х(00ф) = У) e = e, (3.3-10) 
m=—! їй — 


上 式 与 第 二 章 得 到 的 完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 完全 相 
同 ,因此 式 (3.3-6) 和 式 (3.3-7) 是 完全 转动 群 不 可 约 表示 的 一 般 表 
(5) 如 a,b 改变 符号 , 即 « 变 成 (一)， 
| ри) = (100и) 
因此 对 于 整数 的 1,D'(w) 不 因 а, 6 变 号 而 改变 ,如 1 是 半 整 数 , 则 
р(-ы) = —D!G). 
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534 ”无穷 小 转动 算 符 和 和 角 动 量 算 符 


本 节 将 介绍 无 穷 小 转动 算 符 和 角 动 量 算 符 之 间 的 关系 .由 于 
已 求 出 完全 转动 群 的 不 可 约 表示 Di(xw)， 通 过 建立 无 穷 小 转动 算 
符 和 和 角 动量 算 符 的 联系 ， 就 可 以 导出 一 些 有 关 角 动量 算 符 的 重要 
性 质 . 


34.1 58 x 轴 作 和 角度 为 d 的 无 穷 小 转动 的 算 符 及 其 不 可 约 表 
不 
设 Рк, 代表 绕 z 轴 做 无 穷 小 转动 40 的 算 符 ， 
Pr br) = AC Rir), 
由 于 cos4q0=-1, 8їа40--40, ДХ 
Pr plx,y,2) 
= p[x,ycos(—d0) — z sin (—d0), 
y sin( —40) + хсоѕ(—40)] 
= pb[x,y + zd0, —yd0 + z] 


. = b(x,y,z) + do Ë дф — y 92 | 
ду Oz 


- [P — db (y 5 — а £) p, (3.4-1) 


式 中 的 P, 代表 和 不 变 操 作 相 对 应 的 算 竺 ,各 


9 _ 94-41 3,4-2) 
(y Əz 2 P х9 ( 


式 中 的 上 ;是 角 动量 算 符 , 因 此 可 将 式 (3.4-1) 写 成 
_ [р _ 146 | 
Рр = |В, = Ф. (3.4-3) 
由 于 绕 * 轴 作 角度 为 40 的 无 穷 小 转动 可 视 为 欧 勒 角 为 а= 


212, В = db, y = я[2 的 转动 , 即 
= Ё(--2/72,48, л/2), 
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КОШ АИ А. 40 的 一 级 小 量 ,由 式 (3.2-14) 可 得 


29 
а = cos— == 1, 
2 
p= —i sin 57 = — 146, (3.4-4а) 


代入 式 (3.3-6) 得 到 与 无 穷 小 转动 К, 相对 应 的 二 维 么 正 群 的 个 可 
RIRN 
(ик) -一 »,(-13 | 
101 m)!(I mG Fm mm 
МО т — КИИ + m — К) (т — m + K)! 
idO\*/ ¿q0Nktm = m Мн 
«Сә өн 


E EE ИК АФӘТ Я 1 保留 40 的 零 次 
项 及 一 次 项 , 则 нэ 22 


m — m + = —k, мэ _(3.4-5а) 
或 m — m + k = 1 — ú. (3.4-5b) 
同 理 ， 考 虑 到 对 于 任何 正 整 数 n, HF (~n)! = оо, Ж m'— 
m + k 2 0, 下 面 分 几 个 情况 来 具体 讨论 : 


(1) т =m, HA (3.4- 5a) A k = —k = 0, 在 式 (3.4-4b) 
的 累加 式 中 内 保留 二 0 项， | x 
Di(u,), a = 1. (3.4-6а) 
(2) т = m + 1, HR (3.4-5b)8 k= 0, КАХ (34-45) 
后 得 


Di(u,)a+1m 
_ [(Ú + тэй — тэй + m + 1)1 G — m — 1)1]# 


(1-т-1)04э) ` 


. (=) 
2 
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= VQ т) + m + 1) (- ыг) (34-65). 


(3) m'= m 1,855 (34-55) Ж k= 1, (АЖ (3.4-4b) 
后 得 
D'(wx )m_im 
Ат 21)! 
140 
че 


-—уй—т+1)@+) у =. К Шш (3.4-6с) 


由 于 
Р, cfim = s" D; „ба, Jim’ ? 


mi æ— Í 


将 式 (3.4-64),(34-65) 及 (3.4-6c) 代 入 上 式 后 得 
Pr,fin = fim _ [(1— m)l + m + 1 )]3 {+1 


一 ын LQ + m)l — m + 1150 ла» (34-74) 


与 式 (3.4 зун 
Ён = — (Q — m)(1 + m + D н, нт 


十 VC — m + 50 F m) fima). (34-75) 
34.2 绕 y 轴 作 角度 为 40 的 无 穷 小 转动 的 算 符 Pe, 及 其 不 可 约 
表示 Е 


和 前 面 的 讨论 相似 ， 
Ё, plr) = Ф(Ёу'т), 
Р, Ф(х,у,х) == ф(—а40 + x,y xdð + z) 
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/ д 9 
= Ф(х,у,2) + 00 | —z —— + x-— 
Ph, ys 2) \ ° Өх "z P 
= Ë жишин 1 Z Ë, | p, (3.4- 8а) 


式 中 的 


ACAR, KS y 轴 转 49 的 转动 看 作 哆 勒 角 о = 0, В = 46, 
7 = 0 #5), 

R, = R(0,40,0). 
由 式 (3.2-14) 得 


将 а,Ь 的 值 代 入 式 (3.3-6) 得 到 与 无 穷 小 转动 R 相对 应 的 二 维 么 
正 群 的 不 可 约 表 示 为 


ЭИСЭЭЛ” = > (一 1) 
k | | 
“Ши т) — m)1( + т) — m')115 
10 — m — k) O т) (т — m + Kk)! 


m — 11 45 . 
(- 2 TE | (3.4-8Ь) 


ШЕ &=#Ж93/МЮИ, RER (40) 的 一 次 项 与 零 次 项 , 即 2k-+ 
т -0-108Н 24 +m — m= 1， 而 芋 由 式 (3.4-8b) 82у 8 
m — m 十 之 0, 可 对 下 面 几 种 情形 分 别 讨论 : 
(1)m = т, Ё = 0, 
D'(u,);m = 1. | (3.4-94) 
(2) т = m + 1, ТЕ, (3.4-8b) ЮЖНИЯ А = 0 的 
项 ， 


. 205 • 


D '(и,)„, m 


te салон ие 


49 


一 一 VV (1+ т + 10 — т) Ç. 


= 


(3.4-9b) 


G) m = т 一 1, 式 (3.4-8b) 的 累加 式 中 只 能 保留 二 1 的 


ДА» 
D'(uy),-_1, m 
_ [I+ m)1!(( — m)! (( + m — ИИ m + 1)115 
(I — m)!(ií + m — 1)! 
2 = VG т) — m + 1) Ф (3.4-9с) 
由 
i 
PB, fim = > Doarm( ty fims 
将 式 (3.4-9a)、 ӨЛ 95) ,(3.4-9с) 请 式 代 人 后 得 
P fim = > Р(и,),„ mfim’ 
一 нь нэн Л + m + 1) т т) fi тал 
-VOH m= mI) hma) Z. (34-10) 
与 式 (3.4-8a) 相 比较 得 到 
È fim = -5 (VG 一 ” )(1 + т -t 1) Ë, m+1 
Мет) mt 1) hn 2. (3.4-10b) 
HA (3,4-75) 和 (3.4-10b) 可 得 到 
(Ë. + iL 01, = Lfim нээ 
= (1 ml 4 тА 1) а (34-11) 
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(L, иш гї), == L fin 
~ МОИ А т)(1— m + 1) 8 на... (3.4-11b) 


34.3 8 = 轴 作 角度 为 ЧӨ 的 无 穷 小 转动 的 算 符 Êr, BART 
约 表示 
和 前 面 的 讨论 相似 ， 
Р. ф(т) -Ф(ЁЛт) 
Pr ф(х,у,» z) ын ф(х + у40,--ха0 + y, z) 


8 Ө ) 
== 2.2) + d0 -— — r>], 
br,y z) ( Or Ë ду 


Pelang) = Фф(х,у,в) — 90 Ёк, уул), (34-12) 
式 中 


р, = 4 (z 9 _, 2), 
i Оу Өх 


К, == К(0, 0,40). 


此 时 可 取 


由 式 (3.2-14) 得 


b = 0, Ё 
代入 起 (3.3-6), 可 得 到 与 无 穷 小 转动 R, 相对 应 的 二 维 么 正 群 的 
不 可 约 表 示 


D'(uz) mm = 2,(-13 
К-0 


+ тли ~ тиа т) C— т’)! ]3 
МО — т — k)! (Ç + m — 4) 1 (т m + k)! 
х (ез ) m с" нт-т, (3.4-13а) 
由 于 5 = 0, 由 式 (3.4-13а) “|, RE 2k + m — m = 0 ВЭ 


阵 元 0 (и,)„ 才 可 能 不 为 零 。 在 此 前 提 下 : 
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(1) йж =m, 5 == 0, Wil 门 (2 уш» == eimi, 
(2) Шт ml, Dlm = 0 要 求 《 变 为 负 值 ， 
显然 这 是 不 合理 的 ; 
(3) Шт т < 1, 24 = m — m'2> 1, 此 时 m — m+ 
《一 —K < 0, 
内 此 ,由 式 (3.4-13a) 得 
D'(us)mm == mme ЖИЛЛЭЭ — mid 


Рр}, 一 (1 ни "491 


= ($; - га Ё, s) fim (3.4-13b) 


因此 
[Ны = MĀfin. (3.4-13c) 
由 式 (3.4-7b), (3.4-10Ь) MA (3.4-13c) 可 以 看 出 ,这 些 关 系 式 
与 熟知 的 量子 力学 中 有 关 角 动量 的 关系 式 是 相同 的 。 根 据 量 子 旋 
学 , 角 动 量 算 符 有 下 述 性 质 : 
bs, = mju,, 


Lu = йу (1 + т + DIC — m) Hl, mtis 


Ї,_ Him == AQ + т) — m + 1) оны 
在 以 上 各 式 中 , Ls L, A Ê: 可 以 是 轨道 角 动 量 , 也 可 以 是 和 目 旋 角 
动量 或 自 旋 与 轨道 耦合 后 的 总 角 动 量 。 ww 是 上 : 与 L? 的 本 征 函 
数 。 从 本 节 的 讨论 中 可 知 ，jm 在 轨道 角 动 量 算 符 作用 下 ， 与 бин 
有 相同 的 变换 性 质 , 因 此 , 在 下 一 市 我 们 可 以 利用 fim 的 性 质 来 讨 
论 角 动 量 的 耦合 问题 ， 


344 ”转动 算 符 的 一 般 表 示 式 


作为 本 节 的 结束 ， 我 们 导出 转动 算 符 的 一 般 表 示 式 . H =< 
(3.4-3), (3.4-8a) (3.4-12) 可 以 看 出 , 绕 单 位 天 量 为 下 的 转轴 的 

无 穷 小 转动 的 算 竺 是 
PR, = Ё, — :180п : LIA. (3.4-14) 


- 208 » 


令 80 = а] т, т 是 一 个 相当 大 的 量 , 并 令 


x= —ian. L/ 5, 


则 


ия à > 


| | | | Е 
ехр(—ѓап * Ь/йу = е1 r+ + 十 一 十 ДАР 
| ° 81 
(2 —; en Ly 
i mh 


02) 


| 2 2 
= ] + т (2) — D (Z) 
m 


2! m 
у... m(m — 1): : (m — n + 1) 


n! 


当 m 的 值 很 大 时 ,以 上 二 式 是 近似 相同 的 。 由 式 (3.4-14) 有 
p =p ап 
Ra Е ті ° 
对 转 ® 第 ,相当 于 将 以 上 操作 连续 作用 m 次 , 即 转 m 个 al m 角 ， 


Р kaa a) 一 (Р, - 4 шон ) = exp( 一 imn јл). (3.4-15) 


由 此 获得 exp(—¿an - Ё/5) 代表 和 绕 某 转轴 转动 x 角 的 操作 相对 
应 的 算 香 ,到 是 沿 该 转轴 的 单位 矢量 。 下 面 举 例 说 明 。 
WREE z 51 @ 角 , 则 О 
Р huay 1м = ехр(-401:/8)Үүн 


шэг Ч (— ғат)" ү 
== — — Y, 
k=0 R] 
= exp(—iam)Y ims 
与 党 二 草 的 结果 完全 相同 . 
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635 Ж Лр Бхз AM 


角 动 量 耦 人 台 是 物理 学 中 的 重要 问题 ， 例 如 在 考虑 氮 原 子 的 谱 
线 时 ， 必 须 计 人 自 旋 与 轨道 的 耦合 才能 说 明 谱 线 的 精细 结构 ， 多 
电子 原子 的 谱 线 结 构 更 为 复杂 ， 扫 道 与 自 旋 角 动量 的 耦合 也 就 更 
加 重要 .本 节 将 利用 前 面 得 到 的 完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 来 讨论 
角 动 量 的 耦合 ,并 得 出 矢量 耦合 系数 , 为 了 适合 一 般 的 情况 ,本 节 
采用 J 来 代表 角 动 量 . 
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令 角 动量 量子 数 为 1 M 7: 的 态 是 Фуд, 和 Фе, та, m 是 
和 和 角 动量 分 量 有 关 的 量子 数 。 由 量子 力学 的 角 动 量 理论 知 
fpim, = BG, + LA Фф ы,» 
pipim, = a + LÆ bim» 
Лаф, = тафт» 
ishim, 一 тфа, 
在 非 耦合 表象 中 , Л, Ле, Л, Ja ВУНЕ НВО. 23 
象 中 , л, Л, }» ЖИ}, ВУК НАЈ. IB 
| J = J, + h, (3.5-1) 
J, 是. 在 >z 方 揣 上 的 分 量 。 设 耦合 表象 的 基 矢 是 bim, 与 非 耦合 
表象 的 基 矢 Фин» Фит, В БУУЖ: 


Pim ын 2, 2, A Dim ism (3.5-2) 


将 АТ, 称 为 矢量 耦合 系数 (或 Clebsch-Gordon 系数 ，Wigner Ж 
数 等 )。 如 果 фит», Фу Фу», 都 是 归 一 化 的 , 则 要 求 


У Уан, |2 = 1. (3,5-3) 


由 于 dimo Dim 分 别 是 完全 转动 群 ОЛ, Dh 的 基 矢 , bim 则 是 完 
全 转动 群 D' КЖ. Фу, 满足 x 
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Phin = JG + 1)8 bims 
J Dim == тфу. 
352 Ал, 的 计算 
前 节 已 经 证 明 , 角 动 量 算 符 的 本 征 函数 СЕК Yim) 在 
角 动 量 算 符 的 作用 下 与 ju。 有 相同 的 变换 性 质 ， 因 此 我 们 将 把 角 
动量 算 符 的 本 征 函 数 写 成 与 式 〈3.3-3a) 所 介绍 的 fim 相似 的 形 
A: | 
Ш Ё | A | 
МО + т) т) 
| Ejatmiph "2 
Pim, — ——— » (3.5-4b) 
V (7, + m)! CO 一 m)! 
5&1, ,52， m 依 二 维 么 正 么 模 群 的 不 可 约 表 示 和 而 变换 ,与 (3.3-1) 式 
相同 . | 


Pim, (3.5-4a) 


P panë: = Ë, = a, — bms 
P ,ccgp = q, = bë, + а, | 
Р sasn: = P, = aË, 一 Жэ 
Р em = з; = БЕ, + аа, 
АЖЖ *+，x*-， 则 具有 如 下 的 变换 和 性质: 
P x, = x! = a*x, 一 ни (3.5-54) 
Рх = x" == b*x, + ах, 
EH) (х. trom) AE (x 6, + rom) 在 P, 的 作用 下 都 是 不 变 的 ， 
ЁСЕ, t хол) = rir 0 


= (к\з) б уо „(, „) 


° їй ) 一 r +Š, + Хх, | (3.5-5Ь) 
1. 
同 理 可 证 | 
P (х, + Ээ 一 х +63 + em (3.5-5с) 


„PERT + хт)" == ERF + хот)", (3.5-54) 


.211, 


而 
(а ату = У -CD 


tjn ` я 
一 - А Хо. N 
< IO — m)! (xE U (x_n) 


(3.5-6a) 


m = J — п, 可 将 上 式 改 写成 
j , | . 
| 27)! ЭНЭ іт j- 
- x_ 41 — ( Н jtm JEM yl- т 
== (23): > XinU jm, (3.5-6b) 
式 中 
Ш rity | 
” [G + т) — m)1] 2 ? 
1+m pi m 
im 1 (3.5-6c) 


[GF mG me 
由 于 (z,Ë, + хз)” 在 转动 操作 D, 作用 下 不 变 , 那 么 如 果 Шы 在 
,作用 下 的 变换 性 质 如 下 式 所 示 : 


BiUin = У 0,0, (3.5-74) 


WR Xin 在 Р, 作用 不 的 变换 性 质 为 
让 Kim = 2, DaX imre (3.5-7b) 


这 样 可 使 S X, уд 在 P, 作用 下 不 变 , 即 
Р, > X imU im = У; > > Dnm D’ Yamn Xi U; 
== > > ЭНЭ, i U jm 


= > X imU ime (3.5-7c) 


用 类 似 的 方法 也 可 以 证 明 
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: Ё „СЁ 一 Ë n.) : == (Ena 一 Emh. r (3.5-7d) 
根据 上 述 结果 ， 如 果 令 | | 
Z = (Бур 一 буц) (xE, + хл)! (8, + х.ом9875,(3.5-8) 
则 ZzZ 在 Р, 作用 下 必然 也 是 不 变 的 , 即 
нээ PZ = Z, 
用 二 项 式 定 捧 将 (Em шин 2) 展开 ， 


| (Ён, 7 £, |) ин У (—1 C (212) "(т)", (3.5-94) 
| | r ==) | E | : 
其 中 


Ca 一 2(q— G — 2)... Ga — r+) 


г! 


| 


(чу C4 DG =+=2)..-0 ~ OCO 


=(—1 yc 00 (3.5-9b) 


(х+Ё, + холд J 74 = =>, Chh ERT (х т)", (3.5-9c) 
е + х та) Мин 一 之 С 4(х,&, уза" й (x- му. 《3.5-9d) 
将 以 上 四 式 代 入 式 (3.5-8) 后 得 

Z= 2, 2; 206-1067 ch Ce ye 23 уе” 


х (EATE tr (g) aaa yeni” (35-10) 
ARI =} thg Фу + = j — m, q— r+ r =— 
72» 并 利用 Cr = С»-› 8 可 将 z 写成 


2 一 2 2: 2 十 л)! 67 一 mı)! (f; + mı)! 
Ga mG + m)1G — т)! ]% 
х У) (1С Ста СИ офф Xim 


= 416027, 一 q)1( 27, — 4)! 
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Х 2, > am mP im, Pim X ims | | (3.5-1 14) 


ШЫ" 


ЖОН. 


[C7 + "О пт), (7, ын mı)! 
1 = 22 j + т)! — m)! ]š 
的 的 = 2 мүрү Gi — m — r) Otm — atr) 
х Ga + m— r)! — q — mtr)! 
(3.5-115) 


由 于 X im ,在 P, EAT (DN 变换 ,而 Z 在 P, AFERE, K 
此 >) 21 abw bim bim 在 加 .作用 下 应 依 Zr 变换。 但 前 面 已 指 


出 Dim “24515, bini bia, 也 依 D: 变换 , 因此 


> ат. Pim Pim, 
40-53 фы ВАЛ. Rite AERA birh 
АМЫР, === Буа m. (3.5-12) 


由 于 аһ, 为 已 知 的 量 ,只 要 能 求 出 0， 就 可 以 求 出 Аъ, B 
一 化 条 件 式 (3.5-3) 要 求 _ 
> 2. А, | = 2, 2.1 9налды! = 1, (3.5-13а) 


"з 


НЕР т (а БХ ШЕ 用 的 ， 设 т 1, m, = J — m, № 
ат, 改 用 бля, 表示 ， | 
| [О + т)! Ch 一 m)! (f; + f — m)! 


: | | шин 1/2 
айы, _ У! (— 1)" o oltm (011) 
riar) Gem r) G htm r) 


x (+7 — m 7 r)! (— 7, + mtr)! 
нэ Y> (—1) |, + m) CG, — т, 1657 — т, )! 
r1(q — rtf m — r)1(h + т — q+r)! 


х (fa — J + m) 2 
(h + 1 — m, 一 "ИС — + m, — q + r)! | 
(3.5-13Ь) 
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由 于 分 母 中 有 (л ж — r)! Ж [—(⁄, m) +]! 的 因子 ,而 
H. (— n)! 一 co， 因 此 在 对 yy 的 求 和 中 ， 只 能 保存 + = ;, нийл 
的 项 。 可 将 式 (3.5-12) 写成 | 
А2, == (—1)n mi JY uww m sana 
ma = (017 ССА aG +j — i)! 
(+ т) 6) т) 18 
х то. | нэ (35-18) 
在 原 式 中 已 用 了 4 一 > = р} + т, ERREK тт, 简化 后 
的 结果 ,还 需要 利用 妇 一 化 条 件 式 (3.5-13а) ЖЭЁ би) he O00 
如 取 和 一 1， 可 将 归 一 化 条 件 写 成 


>, >; LA, = 2а 


— bli; o (23)! мэрэг 
(h + ;— itha + 1 — j)! 


> N jı + m )=1, (3.5-144) 


m, h — т j, — j + m, 


AHH (°) = С = — -hF c} = (— 1)” CZ, 


m!(n — m)! 
F) 
кезе ГӨР?) 
再 利用 熟知 的 关系 


пж + zy = > (e > (6) 
-EE (ap) 
== (1 + ryt = > ) х", (3.5-14с) 
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令 г»=],—];——]7— 1, єЄ--7-0117-017-01, 比较 上 式 两 边 
спі УЖ, ИЕ а 8= hk + h — j. Ж 
网 | 0 == n= "1 
| B = J, — tm, 
式 (3.5-14c) 左 边 я? 的 系数 为 


е, ата) 
. ? 
т, 171 Mi „тт 


该 式 右边 hth aaru 一， йн 由 此 得 
ye er) 


将 以 上 关系 应 用 于 式 (3.5-14b), 得 
хонин тан 


т\ о mi ;一 了 十 m. 
2р 2 
一 《一 1 7 7 | | ) 
п 十 J — 1. 
十 十 7 二 1 
-( Бк ). (35-144) 
£ T+ jJ, 71 | | 


和 用 上 式 由 式 (3.5-14а) 可 得 - | 
Ву h)1G(J2 + j — JO) 1(27 十 00:58:01, 


b; -| 
цэн (3534-7241)! 
(3.5-14е) 


В.АЖ(35-2) 88 B х 6 ох 
ADNan m, шин бл, түт, 
Е + j 一 2016 th- DiG + b — iD Ор 
(h + b+ j+ l)! | 


x > (—1) [Get mo! If 一 CH 102—2)! 
' (h — m — r)! р b + m + r)! 
 * (pb + m, — r)! 


G +m)1(7 一 m) 11 . (3.5-15) 


X , . . . - 
(= h — т + С + h — j — r)! 
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тт TE РНН 714 


由 于 (—s)1 = со, 要 4, PLN A АН, jsl 要 满足 关系 
h + ! hs 
h +1, 21, (3.5-16) 
1 十 1 2 h. 
常 把 式 (3.5-16) 所 表示 的 关系 称 为 三 角形 关系 ,用 АО) 来 表 
т. W 
О. (h + h — 9010,5 + j — jD1( S i) | 
AG) = | Gi ЗГ. 
(3.5-17) 
由 于 量子 化 的 条 件 知 , 满足 三 角形 关系 的 i 的 可 能 值 为 1 一 1 十 
Л» h + hol | hl 与 早期 量子 论 根 据 矢量 模型 所 得 的 结 
ЖОНН, 


3.5.3 Олор" а ФА) 
Pim Pim 是 直接 乘积 рр" 的 基 矢 ,其 特征 标 可 号 成 


Í: H 


ji Di; | - 
yP (фу = У) түе > Д (3.5-184) 


түш -1, "туза — j, 


m=-i] m y=—j3 


j Ї1 li 12 | 
„PeP (p) = 5 > em tm) (3.5-18b) 


由 于 m = m, + m, 可 将 上 式 改 写成 


Dii@D /2 шах . 
Х (ф) = >, У ей", (3.5-18с) 
| 最 小 m=—j 


由 于 1ж 一 |7, — Als Їх = lhat hs 上 式 对 m BS 2 #1 4 H 
(2 + 1) 项 ， 


11 572 


> (2 + 1) 


71-14 
_ [2] — b| + 1] + DG: + i) + 11 
2 
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-10/:5-1:21--17:7:121:4-1| 
=== | (7, 十 1.) + 1 + |7, ин 12111: + !) + 1 


цэн |), мин jal | 
= (J, + J, + 1) GS 1° 
= (23, + 1)X2;; + 1), (3.5-184) 


则 在 式 (3.5-18c) 的 求 和 项 中 共有 (2):4-1)01,441) 1» т Л 
H 17-01 2838 8 (0-1). 
另 一 方面 ,也 可 将 直接 乘积 pi бор” 简约 为 不 可 约 表示 D: 的 
线性 组 合 
DiWDi: = Хайд, (3.5-19а) 
上 式 两 边 的 特征 标 应 相等 ,由 此 得 到 


Dii@® Diz — . . 
Y == > p me > | е?”РФ 


mi=— fi Н1,55--1, 


! 
= >a; X! = > а} > "цал 
! Jm = — | 


У У е 一 У > азе", (3.5-19Ь) 
将 式 (3.5-19b) КЕ, ЗЭЭ НЯН j= |а — hl, Їл 
h) 1), 2084 а, = 1 НЮ, ATER (3.5- 
19a) 式 写成 
DH GD?” = > Di = Dith ODI рг 200. ° Dliia, 
(3.5-19c) 
这 是 一 个 很 重要 的 结果 ,在 许多 物理 问题 中 经 第 用 到 ， 
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由 式 (3.5-15) JARI — ERRE ), m ЯНА 
ВЭ ЯАХ. ШЕЛ K Z BJA ЭС А, /БЗГЭЖШ ЖИЛ 
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系数 之 间 的 正 交 关 系 ， 


3.6.1 тужени ани 


(1) 如 7 =h t 有 ,由 于 (一 2)!1 = оо, ТЕХ,(3.5-15) BJ r 
求 和 中 , 只 能 保存 ”一 0 的 项 ,否则 该 式 分 母 中 的 最 后 一 个 因子 将 
为 无 限 大 ,即使 计 人 ,也 只 是 一 些 坚 无 意义 的 数值 为 零 的 项 。 在 这 
种 情况 , 可 将 式 (3.5-15) 写 成 
C2) + j t m + m)! 
(273101, + m)! О, — m)! 
йз + т — m)! (272)! 
= (j; + m)! к= ” Т (3-6-1) 
(2) 如 m,= j, m; = m — ps 则 在 式 (3.5-15) 的 对 > ЖП 
项 中 也 只 能 保 地 7 一 0 项 ， 
iii 22 (2/-4-13(2/ 10:25 h — m)! 
人 | (h — i + т) 0-9”) 


111 
44213, = Ö mm, +m, | 


(j + mG + j, — J)! K 
(页 十 大 十 了 十 10 一 天 十 让)10 + j — j)! 
(3.6-2) 


3.6.2 Ай. 的 矩阵 表示 和 正 交 关 系 


由 于 АЛЬ, 是 从 非 耦合 表象 变换 到 耦合 表象 的 变换 十 阵 ,如 

果 非 耦合 表象 及 耦合 表象 的 基 矢 都 是 正 交 归 一 系 ， 则 算 阵 AFE, 

VRELE 下 面 将 介绍 有 关 此 年 阵 的 几 个 重要 的 正 交 头 
设 АШ, JE SE AERE > WI 

Pim Тә) = > А pi m СУ: Pim CT)» (3.6-3а) 


m] 


Pim (р, r) = 2, А, офі Ст. Dj, т Ст). (3.6-35) 


m' түт, 


由 于 Фи 和 фи 是正 交 的 ,用 狄 拉 殉 符号 
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(іт |1'т' У 
= 2, > Ан з m’ (imil hm X fim | jama) 
= Ô jj Ò mm э (3.6-3c) 
积分 是 对 有 关 的 方向 角 和 极 角 进行 的 。 由 于 


(Jim | mi y т Dom; == Ô m mÔ m, m, = Š mm э (3.6-34) 
因此 得 到 矢量 耦合 关系 的 第 一 个 正 交 关 系 


2. Аі ањ ар == буу, (3.6-4) 
这 里 根据 4 的 定义 , 限制 了 m 的 取 值 , 1mm,| л. 下面 将 证 明 
Dim CT Ф, т Са) 一 2, АТ Фін С Т»). (3.6-5) 
将 上 式 两 边 乘 以 Ам, ЭРХТ m, 求 和 得 
> А Pim СФ, С) 


= > > Abh А bi Ту, Ез). 


正 交 关系 式 (3.6-4), 上 式 的 右边 成 为 УГ фт, т)в = 


im， 因此 证 明了 式 《3.6-5a) 成 立 ， 由 此 式 可 推出 答 阵 AGL, 的 
另 一 个 正 交 关系 . W 


Pimi (T) Pim (T2) = СИ Pim» (3.6-6a) 
ГМ 


Н 3, (3.6-5а) ЖП (3.6-ба) 可 得 


. . , . - -4 a . 
(jm [jm Xam, йот) = >, >, Ан, АН (іт | т’) 
і і? 
2, Ашны, A mim иг дтт 
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_— 112212 7 
шилэн ШЕП ИША 
— 544244 < шин { 
р LIE piet py | [ 


tze [et 


_— өн ли | ur 
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由 此 得 到 另 一 个 正 交 关系 
> Аі ‚Ай, ы" 8 ы. 64-6) 


可 将 i 和 mw 分 别 看 成 标志 Ahir, 的 行 与 列 的 指数 , 则 式 (3.6- Зур 
(3.6-65) E ЖЕ Z IE ЖЕНТ Б ТЇНЇ E Z| 522 [8] 的 正 交 归 一 关 
系 , 下 面 在 表 3.6-1 HU = 2, j = 1 为 例 , ЖШ ГЭВ Ад, 
由 于 7 的 可 能 值 是 3,2,1,m, 的 可 能 值 为 一 2, 一 1,0,1,2， 可 以 看 
出 矩阵 4 六 ,5 是 由 许多 小 矩阵 组 成 的 。 在 每 个 小 矩阵 中 , 行 用 i 
来 标志 , j 由 3 逐 行 减 到 mw 的 值 ， 每 一 列 用 m 标志 , m 一 1 列 在 
m， 列 的 右 方 。 表 中 的 每 一 个 小 矩阵 对 应 于 不 同 的 mw 值 ,第 m 一 1 
个 小 矩阵 在 第 m 个 小 矩阵 的 右 下 方 , 整 个 矩阵 是 15 维 [15 二 (2j, 十 
COA 十 1)]， 而 每 个 小 矩阵 的 维 数 则 取决 于 要 获得 菜 个 吉 值 时 
Mis mM 可 能 有 的 组 合 . 
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根据 三 角形 定 则 АБ 20, в h> i+ h 
i> 0, 而 且 |т,| «Лу 11 <, |т| «7, B+ i, БЯ ВЭ, 
кж, 当 i, 或 ,中 有 一 个 是 半 整 数 时 ,i 也 为 半 整 数 ， 因 此 ,不 
难看 出 , i 十 h +; 恒 为 整数 。 根据 这 些 性 质 可 以 证 明 下 面 几 个 
对 称 关系 式 : 


(1) айй, 一 (一 1)Pt+m ew 二 LEL) Aiii mm, (3.6-7) 


HE: 根据 (3.5-15) Ж 
Aiii mm, == Om, -mtm АСП) )(27 + 1) 


[67 + m)! (7 一 m)! (h + m)! (J, 一 ту)! 
бнт) 10 + m, — r) 
(= 1 — m, + ЭРЧЭЭ 
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AP 
511 N — (67-01 1 (1-5 ;, — h)!( i) 
Абый) = ku у | . 
令 ? == 1, + mz 一 ?+', 可 将 上 面 的 求 和 项 改 号 为 


11711171 


(—1D) 5, CD" 


. 167 + mi)! (J, — m)! ( 1 + т, )1(7: — mı)! 
(7 — f, + m, + "ЭО, — J 一 r'r’! 
| (j + m)!(j — m)! ]š 
(j, + J—J—r')!(J— hm, + 7 )1( 有 十 2m 一 7 )! 
ЈЕ АЙ», 的 表达 式 中 对 +" 玉 和 项 ,因此 得 到 所 要 证 明 的 式 
(3.6-7) 
用 类 似 的 方法 还 可 证 明 : 
(2) Alb. = Аы = (ҺАЙ, 
сера 


== (—1) ”i (т —) ATHY m- me (3.6-8) 
2 


由 于 各 书 用 的 矢量 耦合 系数 的 符号 很 不 相同 ， 为 了 便于 读者 查阅 
22545, 下 面 列 出 其 他 一 些 作者 所 用 的 符号 以 资 对 照 。 其 中 数字 
所 代表 的 书 名 见 本 书 末 所 录 的 参考 书目 : 


1. AHY н, < + 
2. Shim, E. P. Wigner” 

3. Chi, mmm) J. P. Elliot and P. G. Dawber” 

4. АМ ны» С м Michael Tinkham®’, |. S. Lomant” 
5. (hm shm|fr;M) Morton Hammermesh® 

6. S umm, Gerald BarnsG 

7. (bm m, | JM) Volker Неїтед” 

8. Ст, Paul Н, E. Meijer and Edmond Вапег? 
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9 3.7 Clebsch-Gordan 系列 


3.7.1 Clebsch-Gordan 系列 的 定义 
由 式 (3.6-5a) 有 
Pim, (т,)ф;, т, (т) ин 2, An nima Pim Tis т). 


由 于 少 为 角 动 量 的 本 征 函 数 ,根据 式 〈3.1-5) 可 知 , 在 转动 操作 作 
用 下 上 去 成 为 


2 2: Рі! „Савэ ЭР, (ABY Jhi CT biu Ст) 
= 2, 2, Anabim Diam ABY Piar, r,)，, (3.7-1) 
其 中 apr 代表 描述 转动 的 欧 勒 角 , 下面 为 简单 计 暂 了 予 略 去 ， 令 


Фу [r.o r.) = > А! pi a Ст ФС) 


Hi IE 


代入 式 (3.7-1) 后 得 到 


2, 2. Dim Р! „офу TDi, r) 
81 
一 >; 2; > АНУ, АР аф мт) фит). 


дну, 


利用 ф; вэ Ф, д, 等 的 正 交 ХЇН: 一 性 质 ， 不 难 证 明 


D's р? в | —— 2, АЙ Р ЈАНИ (3.7-2) 
这 就 是 Clebsch-Gordan 系列 的 定义 ， 上 式 代 表 了 完全 转动 群 不 可 
约 表 示 D 和 Di: Z ЕЁЛ Ж. 


3.7.2 їй Clebsch-Gordan 系列 
将 式 (3.7-2 ) 的 两 边 冬 以 Ашна, 并 对 а 求 和 ,得 
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» | А) ?1 
Ад мг „Ри. D м, 
ил 


= >` > Аа ATI Аа Diim tm,e (3.7-3a) 
плханажватахя, аи 


2 Їл 
Dit, Da mA, а и, 


? jiii jiii Мн 
= 3, >, Dund i A a A aa au, 


м} і 
>, О „А а, > a. Abh 
f м 
= > Dindin ба = Dindi. (3.7-3Ь) 
і 
用 上 标 了 代替 上 式 中 的 2, 将 式 子 两 边 乘 以 Абйн-тэ 并 对 m, Ж 
和 , 令 m = m, + m, 并 保持 不 变 , 得 到 


"иг ! = Г)! 
> ; А 03-11) Ау т „ът, П. +т; 


-> > Ай, Abu, Dü, Diz. (3.7-4) 


HELARI Ciebsch-Gordan 系列 的 定义 。 利用 此 式 ， ШЕ А 
О!) ж, 和 Di? m, хх аже ЖЫ ЕН D'um, tm. 


3.7.3 球 谐 函数 的 某 些 性 质 


由 于 转动 算 符 的 不 可 约 表示 只 涉及 到 空间 的 角 坐 标 ， 因 此 在 
不 可 约 表 示 D: 中常 令 其 宗 量 的 模 r= 1， 只 标 出 有 关 的 角 坐 标 . 
下 面 利用 Clebsch-Gordan 系列 的 定义 推导 与 球 谐 限 数 有 有 关 的 性 质 ， 
这 些 性 质 在 讨论 原子 各 分子 问题 时 是 经 常 遇 用 到 的 ， 

(1) 球 谐 函 数 的 相 加 定理 : 令 


g = D Y%(0,, PY mO P2)» (3.7-5a) 


. 225 ° 


如 P, 是 与 转动 操作 尺 相 对 应 的 算 符 ,根据 定义 
P aY mlO pi) = Yinl R (9), pi)], (3.7-55) 
Р aY i, (0,.,p;) = Yin[ R '(9,,g;)]; (3.7-5c) 
(61,1) 和 (Ө›,ф;) 都 是 单位 球面 (r = 1) 上 的 点 的 极 坐 标 ， 令 
К”(0:,ф:) 一 (9,, Pı)» 
R '(0;,p;) = (0,,Ф,), 
代入 式 (3.7-5а)—(3.7-5с) 后 ， 得 


£ 一 > Y mOi» Pi) Y ;, (9; p2) 
== > [Ё,У,„(0.,Ф:)1*[2,Ү,„(6:,Ф:)] 


= У) У) У) ра„Са,в, у), (0 фЭрЬ, Со» 
т mi Ma 


8.7 YY im, (O2 P2] (3.7-6a) 
这 里 ,8, y 是 与 转动 操作 RR 有 关 的 欧 勒 角 ， 
利用 不 可 约 表 示 D'(aBY ) 的 么 正 性 质 


УЭРРГЛСТЭ ЭХСЭ 
= У [Din Cpr) Dh m ABY) = mm,» 
可 将 式 (37-6a) 简 化 成 
g= 2, Ү*,(0,,Ф.)Ү,„(6,, Ф) 
= 2; ҮЗ (Ө, PY mlO pa). (3.7-6b) 


上 式 说 明了 £ 在 转动 操作 下 的 不 变性 . 加 令 9, == 0, Ө, == 0, p= 
Ф» Ф 一 0， 由 9 为 球面 上 两 点 的 矢 径 之 间 的 夹 角 、， 则 


£ = > YR(0, 9 )Y m0,0), 


2/ +1) 3 


由 于 Yr (0, Ppi) == Smo ( 9 
4л / 
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在 这 个 特殊 的 情况 

үнө, 0) = (ZELVE S YRO PDY mO Ф), (37-7) 
其 中 > (9,,pi) СӨ,» 92) ,分 别 为 (6,,ф, ).(0,,ф,) 2553 К(а8у Эй 
作 后 的 球面 坐标 .由 于 矢 径 夹 角 在 转动 操作 下 是 不 变 的 , 0 也 就 是 


(01,p1) ЯП (02302) BARBARKA. EARE RARR IS R 
数 相 加 定理 。 由 于 


Yi(9, 0) 一 (一 чу Р,( cos), 


ЗОВ )Р,(со50) 是 Legendre 多 项 式 ,代入 式 (3. 7-7)/С 
РД соз Ө) == (522 ) 2, yx (OPY (9 Ф). (3.7-8) 


2i + 1 


(2) 不 可 约 表示 D 与 球 谐 函 数 的 关系 : 设 经 转动 操作 
Ё(офёу) 作用 后 ,球面 上 坐标 为 《6，p,) M (Ө,,ф,) 的 两 点 变换 到 
(0,1) 和 (0;,p;), 分别 表示 为 

КС9,, qi) = (9), фу)» 
К(0,,Ффз) 一 (9,, Ф:). 
设 0. = 0, 0,= 0, p, 一 0， 显然 9 即 为 球面 上 两 点 矢 径 之 间 的 
kH. WRR r= 0, Bh 
R(oapy) = К(афО), 
则 
R(of7 )= ККК, = 有 Re， 
而 
RO pi ) == К,(0,Ф,) == (8, 0). 
ХН (0,,ф,) 实际 上 即 为 z 轴 与 球面 交点 的 球面 坐标 ,q, 并 
无 意义 ， 因 而 当 绕 > 轴 旋 转 8 角 后 ， 该 点 在 球面 上 的 位 置 即 变 为 
(8,0), 可 参见 图 3.1-1。 因 此 
R(e80)X0,,p,) = R,(8,0) = (в,а), 
即 
0, = B, Q, = ca, (3.7-9) 
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59-71, R a pip W ЭЛ 1⁄6 ЛД 
PRY mOi ф:) = > D: ,(eBY )Y im (829 P2)9 
但 
P RY mOi p) = Yml R Op) l = Ү,„(Ө Ф)» 
故 得 
Yin(0,0) = >, Dh „(ов0)Ү,„(6з.Ф:), 


代 和 人 式 (3.7-7) 得 


4r NŠ *, jp 
12) + 3 2, Y 1m (Bs )Y im (02302) 


= > D! (a80)Y m (0P). 


БЭХ 10381 Y Oop) 并 在 球面 上 积分 得 


бо 4л Ой . 
і, 0 шин ыг 9 7- 
(680) = |> 3 Yea). (3.7-10) 


(3) 球 谐 函数 的 耦合 定 则 :将 式 (3.7-10) 代 人 式 (3.7-2), FF 
令 == m = 0,45 
ри а80 0" 80) 


4л 
= 一 一 一 一 一 一 一 全 Yo , Yf, А 
оа DORF DJE ” (8,в)Ү1,,(8-д) 


p 211 4r 13 
= nmala, ЯГ 1117: -~ 一 一 一 Ж д А N 3.7-11 
> Amna, a a А | Ува) (3.7-11а) 
由 此 得 到 球 谐 函 数 的 耦合 定 则 


У; „(6,0)Ү;,„.(8» а) = > | Ол F Эй» +1) | 


4202) + 1) 


.' Abi, АД Yi, Boa). (3.7-115) 
将 上 式 的 两 边 乘 以 Y#(p8,a)， 然 后 在 球面 上 积分 得 


| Y Ža (8,а)У,, „(2 9)Ү, „(8 249 


y| L DC D i 
l 4а(27+41) 
。 41311. АЧ РИТИ (3.7-12) 


HMF? 


只 有 当 п, 一 和 后 十 所 时 ,积分 才 不 是 零 . 


538 жк шй ff 


Н 52.1 :128:5::5: ЖЕЛТ Ж ЖЕКЕ 53448405 ОР 
r = Rr, 
如 设 和 这 个 对 称 操 作 相对 应 的 算 符 是 Px, 则 
Р,ф(к) = ФСЕ т) = ф'(т), 
ИП Ей т 变 成 ” 时 g(r) 变 成 Р,ф(тЭ», 因而 可 使 作用 在 ф(т) 
上 的 算 符 F 变换 成 P. F Paz), 本 节 将 讨论 如 何 根据 算 符 的 变换 
性 质 来 对 算 符 进行 分 类 . 


3.81 矢量 算 符 


如 果 Р 的 变换 性 质 满足 条 件 
P IF PR = RE == Ê’, (3.8-1) 
可 称 为 矢量 算 符 。 可 将 的 三 个 分 量 F,G = 1,2,3) 的 变换 
性 质 写 成 нэ. 
P Ë PR = fi = УКВ; = > Ri F; G == 1,2,3), (3.8-2) 


例 ”证 明 梯 度 算 符 Vv = > ЫГ” + к-9- 22:12 


证 Н +z, = x, х = у, r, = z, HHJ F байн 经 转动 操作 
及 作用 后 т = Rr, zi = У) Куну, 
而 .9 一 ӧх; ә 2 R, 2 
Ни Әх; Bx; > й Br; 


үлүү 
的 = (Rr), 
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ЙГ г == Кт, 
НУ ЛЭ P F PR дан >; К,.Ё,. 
АГЕ НУ) Н ДЕ NC 3.8-2), ка. 


3.82 二 级 张 量 算 符 


АЦ Ж Ё 有 ° 个 分 量 Pi = 1, 2, 3,) = 1,2,3), Н. Ps 的 
变换 狂 质 为 


P É Pal = Р, = > У, КаК Ê 
Ë ! 
== > >, Ry RÉ kis (3.8-3) 
à і 


ДРЮ ЖЕН. ШЖ Ё, 写成 F. (а == 1,2,--:,9) 则 可 
将 式 \3.8-3) 写 成 


Ё, = У) (Ер, (3.8-4) 
В = 1 
比较 式 (3.8-3) 与 式 (3.8-4) 得 
D(R)gs = DÈR gui = КЁ, (3.8-5) 


BD F;， 依 直接 乘积 ROR 变换 . 由 于 坐标 变换 属 完 全 转动 群 
D:+, 因 此 二 级 张 量 算 符 依 完全 转动 群 D' Q D: 变换 。 根 据 式 (3.5- 
19c ) 

| D'@ D: = р + D! + 19, 

В 5, (3.8-4) 代表 的 9 维 表示 可 以 简约 成 一 个 在 转动 操作 下 不 变 
的 不 可 约 表示 De， 一 个 三 维 的 不 可 约 表示 Р! 和 一 个 五 维 的 不 可 
约 表 示 D. 下 面 用 另 一 种 表达 方式 来 说 明 任 何 一 个 二 级 张 量 算 
符 所 具有 的 性 质 ， 将 Ff 写成 


F F Е,, Р, 0 0 
Е == F- F > E, 一 一 0 E» 0 
F, F Р, 0 0 Ё 
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0 Fo — Е, Fu Fy 
十 НИ — Fo 0 F, — Fy 
F, — F, F, — F, 0, 
0 Fu Fa Fat Fa 
十 二 | Е„ HFE, 0 Fa + Fy 
F, +F, Е. + Fn 0 
1 0 A, —A, 
= = T 41-34, 0 A 
1 4, —A, 0 
Sa So S, 
4152 52 $ |, (3.8-6) 
Sa 5: (8, + Sz) 
式 ,中 的 
T = F, + F, + Е, (3.8-7a) 
A, 一 P ёл (F; + Р), (3.8-7b) 


式 ,中 ,如 1,758 依 1,2,3 的 顺序 人 循环， Bih T 1: 否则 为 (-1). 如 
朱 有 二 个 以 上 的 指标 重复 则 为 零 ， 即 
үр, = Ви, == Бу == 1, Ез == En = Ёз = —1; 


1 2 
5, = 2 [F + F ;; -一 3 Tas), (3.8-7c) 
ТКА но, СЭ ОЈЛ Н х 07 变换 ，A 是 一 
个 反对 称 的 二 级 张 量 , 依 D' 变换 ,5S 则 为 是 阵 迹 为 零 的 对 称 张 量 ， 
{к D° 变换 。 
383 ”其 他 的 高 级 张 量 算 符 
ЧД Fri" ° ` 的 变换 性 质 为 
PrP iiri’ Ри» 2,К/,К/,К,,Куул “БУУГ . ,(03.8-8 ) 
则 Faut Жу» 级 张 量 算 符 ,7 是 下 标的 数目 ， 显 然 ,矢量 算 
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符 也 可 看 作 一 级 张 量 算 符 . 


3.84 ”不 可 约 张 量 算 符 
加 果 算 符 f = 人 人 % 在 转动 操作 下 的 变换 性 质 是 
ВРЕВА = У DuC R) K, (3.8-9) 
则 DAR) 是 完全 转动 群 的 不 可 约 表示 ， 对 于 某 一 个 荆 值 M 可 有 取 
的 值 是 M = —L,—L + 1, —L + 2:::0,1,2. L-i, LẸ 
+2/ 十 1 个 值 。 MEFE T, tih HA OL + 1 个 ， 上 共有 


上 述 性 质 的 算 符 称 为 不 可 约 张 量 算 符 . 
在 式 (3.4-15) 中 令 & = 80, 则 可 将 该 式 改 写成 


P , = exp| 一 + ön . É |. 


AHB A # z 轴 , 即 令 Pr 为 绕 z 轴 作 无 穷 小 转动 相对 应 算 符 , 则 可 
有 关系 


P p PEPR: = ep( 一 二 80 Ë.) Phexp( 29 
шин > Бум (659. 0,0)Тї/ 
МЯ 


= У? 8,7 мехр( —iM80) ÎE. 
M? 


з ЕЛЕЕ ОИ ЛТ. р ХЛЛЕЗ ЛЕВ Ж, 
180 L 180 + exp( —; L 
(1-5221,) 25 і.) p( —¿M 0315, 


在 展开 式 中 左边 只 保留 60 的 一 次 项 .如果 对 右边 的 指数 图 数 也 


作 相 应 的 展开 , 便 得 到 |. 
Ї,ТЬ-1Ы,, = МАТЬ, (3.8-10a ) 
ЯГ 
[E fh] = МАТА. (3.8-10b) 
同 理 可 证 
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[L ., pu] = [(L +M 413182 МЭ 875, (33-11) 
式 (3.8-10b) 和 (3.8-11) 是 Racah 对 于 不 可 约 张 量 算 符 的 定义 。 
上 标 工 为 不 可 约 张 量 的 级 次 
例 аха А 的 分 量 可 组 成 一 级 不 可 约 张 量 算 符 . 
证 令 P, 是 相当 于 绕 z 轴 作 和 角度 为 80 的 无 穷 小 转动 的 


1 -69 0 
а, К = н 1 0 | 根据 式 (3.8-2)， 
0 0 1 


PÂ, Pz = А, = 4, — гн (L.A, — А.Ё) = А, 
Вр [£ .,A,1 = 0, Вр 4, = Т! БЇЇ 


LÊ Â] = [Ê Тї] = [(L,A,1 +if,, А] = V 287. 
如 Ё, 是 相当 于 绕 x* 轴 作 角度 为 50 的 无 穷 小 转动 ， 


1 0 0 
К =| 0 1 --00 
0 80 1 


则 
Ё,4,85:-4,- ыг (L.A, — A.L.) = —ëó0A, + 4. 
由 此 得 


[Eo 4.1 一 二 他 
闻 理 ,如 Br 是 绕 Y 轴 作 角度 59 的 无 穷 小 转动 的 算得 
1 0 88 

e- 0 1 


—80 0 1 


il 
P Â P, = Â, — "о [Pd 4,1,] = А, = Á, + 804,, 


因此 [上 y, Ael = 一 5 å. HALARE 
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ты = Ei АЁ, 44) 
V 2% 


= 一 一 一 一 Ë A, FAA. = Ft 14,--44,1. 
| : 42 


用 直接 代 人 的 方法 很 容易 验证 如 此 得 到 的 全 ,个 1 满足 Racah 的 
定义 式 (3.8-10b) 和 (3.8-11). 


3.85 ”不 可 约 张 量 算 符 的 乘积 


令 1, 2 代表 两 个 独立 的 变数 , Ри), ТЫС?) 是 两 个 不 可 约 
张 量 算 符 , 下 面 将 证 明 它 们 的 乘积 组 成 的 不 可 约 张 量 算 符 РА, 
2) 可 写成 

ТЬ(1, 2) 一 > Ашм РС) м, (2), (38-12) 


L,L, R L, 要 满足 三 角形 关系 ， 

证 为 了 证 明 式 (3.8-12), 首 先 要 证 明 由 此 式 定 义 的 全 (1,2) 
满足 不 可 约 张 量 算 符 的 变换 性 质 式 (3.8-9)。 为 此 ,对 式 (3.8-12) 
做 如 下 变换 : , 

ЁүТЫ(1,2)Ё = 2,2, PORO) 


Р р 
M. M, 


х АМ "мру м Dam, э 
М 


利用 Clebsch-Gordan 系列 的 定义 
Ё,11(1,2)РО 


== 2, 2, ТС)? 2) > Амин “М, 2, А, +M ‚ым 
му м, 
х Ам ц? M DY ,十 MsM 


ын >, 2, ТОСТ 40244 мм, M 29217217, м 


234, М, 
M M 


l 


> > Амм!м М-м, мм -M,e 


М, 
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АНАА КАЛЕ 22 А, пр EK 1& Ж 
PrTk(1,2)Pa — >, > ТСТ 220), +M’, M Ам мум? м" ° 


ІТИ Р 
1 М, 


”以 上 诸 式 中 所 有 的 完全 转动 群 不 可 约 表 示 Р! 都 是 转动 角度 (c, 


8,7 ) 的 函数 , 令 M' = Mi + Mi 可 将 上 式 写 成 
P TG, 2)Ё;' = > ре, 5ле мым, Tu D (2) 


= 2, рь Ф, 2). (3.8-13) 


式 (3.8-13) 说 明 式 (3.8-12) 所 示 的 算 符 人 1,2) 满足 不 可 约 张 量 
fa IT PT ЄН) ЗЕ ЎА ТЕ ШП. 

0) 22061), Vad) K VOW a) 是 两 个 一 级 的 不 可 
约 张 量 算 符 , 试 将 它们 的 乘积 组 成 不 可 约 张 量 算 符 . 

证 由 三 角形 定 则 ， 乘 积 中 不 可 约 张 量 的 级 次 忆 可 能 为 也 一 
2,1 和 0. 由 式 (3.8-127 和 矢量 耦合 系数 的 表达 式 可 写成 


= > А, ВФ, = > А 80171 24370 
M) 
由 于 


A 一 (一 Do с, 
2L, +1 


由 此 得 到 


= — УС) 2 
29 af з 


1 , 
/ 3 


ASA 


= >, A sie zl (1 )T mC2) 


М, 
= Аъ. + Аъ 1010, 
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=l [+бўикй1ў\]. 


V2 
同 理 
Т} == > at. -М, Тм, Тм == —— [OP!, шин 0 ,РЧ, 
M, 7= 
人 一 -二 2010 + ÔL, 405 P], 
V56 


її = D+ 01р, Р DOD, 
/2 
T2, = 0,9, 


12, = _— [OP 十 PÔL]. 
4 2 


$ 3.9 不 可 约 张 量 算 符 矩阵 元 的 简约 ， 
Wigner-Eckart 定理 


在 许多 物理 问题 中 经 党 要 涉及 到 不 可 约 张 量 算 符 乱 阵 元 的 数 
值 , 本 贡 将 证 明 可 将 这 个 守 阵 元 写成 
(лт, Фит) = Ац hl РУ). (3.9-1) 
土 却 的 物理 意义 是 ， 可 以 把 定 阵 元 看 成 是 两 个 部 分 组 成 的 。 一 部 
分 用 矢量 看 合 系数 表示 ， 与 问题 的 对 称 性 有 闫 ， 另 一 部 分 则 用 
(111515) 表示 ， 随 具体 的 物理 问题 而 异 、 常 把 这 个 关系 式 称 为 
Wigner-Eckart 定理 ,现在 分 两 步 来 证 明 


《一 ) Ая 3 m = M +m, 时 (т, ТМ | im) ТАЯТА 


利用 (3.8-10a) 和 和 角 动 量 算得 的 厄 密 性 得 

(hm, | [ТЫ 一 Tu Ll hm) 
= «лт, | Тилт) — (т, | Л ЭРЭ. 
= туйлт | Th |Лтэ) — тойт, | Вы т) 
= (m, — т) him | ТУ (т) 
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шин МА т, |а |3т,), 
ВП 
(т, — т. — Milim! Фат) = 0. (39-2) 
如 (т. 7511.) == 0, 必须 有 m = M 十 т, 
在 物理 问题 中 ,不 可 约 张 量 算 符 党 代表 某 种 相互 作用 的 算 符 ， 
其 短 阵 元 即 跃 迁 和 矩阵 元 ，。 Pim, МЕЖА НХХ, фі. т, 代表 初 态 波 
А, m, = M + m;,， 即 熟知 的 角 动 量 分 量 的 守恒 定 则 . 
(二 ) Chm | Th | fm) 5 MM 及 т, 的 联系 
由 于 bim = 11) EAD RRRS, Tu 是 不 可 约 张 
量 算 符 , 则 可 由 Phn, 构成 函数 нэ. 
m =. 2. Ам," Фф. | (3. 9- 3) 
Pim ,也 是 角 动 量 算 符 的 本 征 态 ， 并 且 属 于 完全 转动 群 不 可 约 表示 
D mpl RAHA (3.8- 10a) 可 得 


Japin = 之 A mh: 7, аф, 
== > АМЫ (MAT 十 Dh}, ) i,m; 
= У Аі, (М + mA Тыф,, . 


由 于 М + m, т, ЕМИ) 


|.Фиу = mà > АТФ т. = mibin. | (3.9-4) 
同 理 可 证 | мэн 
jpinm = (іт + 1375» т)158ф, ын... (3.9-5) 
тм’ ”, 


将 bin БОЛ АГ (3.9-3) 80238 4, м 并 对 7 ЖАМ, 注意 到 


1 bp, МҮН — , , 
2, А нм! m, Am бм MO шт,» 
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є АНЬ. = > | L 
21 Амен! т By umim, Фэ 
! ”, 


PD 
Тифут, = > А, Dims 
| і 
因此 
(т. Ет) = $, АЦВ, (hm lim}, 
其 中 


Cim lim) = | Фй. 


根据 第 二 章 介绍 的 不 可 约 表示 的 基 矢 的 性 质 可 知 ， E E ; = ;, 
m 一 m， 上 式 为 零 , 且 积 分 数值 与 列 的 指标 m 无关， 由 Ф, 的 
表达 式 (3.9-3) 可 见 ， 上 述 积分 仅 依赖 于 jo L 和 hs ITA 
(4ТЧ 59. 因此 

(пт, Th ть) = 4258, СТ 19» (3.9-6) 
E (ПТУ) ЖЖЖ эс, 

由 于 矢量 耦合 系数 是 已 知 的 ， 根 据 上 式 可 以 定性 地 讨论 暑 迁 
矩阵 元 式 (3.9-1) 与 对 称 性 的 关系 ， 而 《齐全 z 仿 》 则 可 作为 参数 ， 
由 有 关 实 验 测 定 , 下 面 举 例 说 明 . | 

0) 利用 Wigner-Eckart 定理 讨论 电 偶 极 跃迁 的 谱 线 强度 . 

电 侦 极 路 迁 的 矩阵 元 具有 形式 《jim | — ет [т У, Сек) & 
矢量 算 符 。 其 矩阵 元 可 通过 讨论 一 级 张 量 算 符 TU 的 矩阵 元 
(пт, ат УСМ == 0, + 1) 而 得 到 . 
显然 , л 1, h ФОЛИЙН SZ WDR l = h + 1, h = j h = h— 
L 下面 就 三 种 情况 分 别 讨论 ; 

(a) = +I | | 

(1) M = 0, Chm Îi] hm == ARI 6201 Т 6,6”, 


[о + m, + Dh om +1)]%,. үа, 
| (21, + 131, + 1) | САЇТ Цл2 25, „т, а 
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(2) M =1, (тту = АВЧ, 98, ут, 


— |(J: + m, + 2Х т + 1) | A; 
| 2(2/, + 1)( + 1) | СТ 1 28,,-ын, 


(3) M = — 1 „Ст. |Р, | im?) 
= Ait ФЦ 25 yum, 


[т -+1)(»— m + 2) ИЛҮҮ 
| 2( 2], 十 1)(7, -- 1) | САНТ 17228, tim. 


不 难 证 明 ， 
Ст, | ту + Ilim Утур 
+ Cam |2 |727) 1°) 


ын > (Ilim | Рт) | 


+ Cim | Ti| т. у]? + [Lim] РУ | т) |2) 
—2p +3, рд ууа 
2 十 1 +] KEAK ЇР А 
当 不 存在 外 磁场 时 ,对 于 i 一 定 而 普 不 同 的 状态 是 简 并 的 , 因 
此 从 以 大 标志 的 初 态 到 以 ) 标 志 的 终 态 的 偶 极 跃迁 谱 线 强度 应 与 
下 去 成 比例 : 
> (Сл, | Tl | т, + Lime hm)? 
+ т, |, | т) 12) 
_ SA 25 +3 (руа 
> 21 ИЛИ] 
= (2j + 3) 11.121). 
(Ъ) 1, === р 
(1) M = 0, 
(1m, | Tilim) = Ај}, шиш 


= r. kasi |17228, „в т. ° 
了 (h+ 
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(2) M = 1, 
C hm, | Tilim) = А мен 98, ,— lm, 


(7, — т) + m, + 1) сг 1) 1 
-| 21,(1, + Г «ПФ 17225, - 1.71, 4 


(3) M = —1, 
(hm | T", | 1m; ) | 
= 一 Эн l (j || 17:26, +1,т, 


__ каст крй САТУ YB sm. 


226 + 1) 
谱 线 强度 与 (27, + + Т) АРЧА У ЊЕ. 
(с ) J шин А — l 


(л, | Ге] т) == Ай ~ на СР, 06, sm, 


_ [26 m), — m) JË; орау, 
| 1.02) + 1) | ChE 526. ту, 


(2) M = 1, 
Уут? т) = Аз, ПЕЧІ), ањ, 
= |“ — т,)(5 — m, — 1) Г 
21:21, 41) 
Сл), ањ, 
(3) М 一 一 1， 
(пт. т) = Ай 1 Ym tum, 
一 É 十 m) + т, — 1) | 
21,027, + 1) 
° (175196 т, 
谱 线 强度 与 27 一 LAR ВИ. 


6310 三 个 角 动 量 的 耦合 ,Racah 系数 


本 节 将 讨论 三 个 МАЗЕД, p. p AARI H AAF ER Ф, 与 
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bis Фә Dim ЇЙЇ Ж. ЧЭ, АГНАЖ RE 
б. 81045038, Л ВЕЛ, НУЛА BR j; 48. 8124 ЖЖ j, 
7,386: 8 7,» ЛАЖ 或 将 大 5866 Л, НЫЛ 
ёв. | Е 

对 于 一 定 的 ВВЕЛ, УКТАТА ТА 839 Н Ла, fl 
如 对 于 1, h=2 的 情况 ,fj TUE 3, 2,1. 217-3, 
в == 1, W j, = 2 R3 HERTAN h HAR ў = 3 的 态 , 但 是 
ja = 1 的 态 不 可 能 与 为 一 1 04486 i = 3 的 末 态 ， 因 此 ,对 
于 一 定 的 j, m， 如 果 用 不 同 的 js 可 以 得 到 一 些 独立 的 状态 ， 即 
有 若干 个 通过 不 同方 式 组 合 的 态 具 有 相同 的 i,mw， 下 面 讨论 如 何 
通过 么 正 变换 从 一 个 态 变换 到 另外 一 个 态 ， 


3.10.1 Racah 系数 的 定义 和 推导 
令 先 将 三 与 ¿ ША л, Шз л 864852 ЛИНЕ 6 
RAHAL EK p, p J. 68 dho 85 3 868) 的 方式 为 方 
式 H， 并 且 设 Wi (47) h ERISA 工 得 合 得 到 的 末 态 的 波 
ЖЖ, ил, Gidi] 则 是 通过 方式 U 8453802 ВО X 
函数 , 根据 式 (3.5-2), 得 到 
W jm СА» )һз› A == > 2. Айн афу т „ЧЭ т, Ô m,» ‚ттт 


= > ` 41 п: Ана Piim Pim Bims 
нэ | (340-12) 
在 以 上 表达 式 中 我 们 略 去 了 有 关 函 数 的 变量 的 标记 。 同 理 
Им» (12f3)1231 = > S ` Ан? 3ф) m Pia m0 m,» m— 7); 


цал КА е 


2 | 2 A ! 
к= 4 ЛТ. п, s4 ідз! бнт Ф 


( 3. 10- 1) 
将 两 种 不 同方 式 的 末 态 通过 下 述 变换 关系 联系 起 来 ,得 到 
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W iml (F113)112 j3] = S Risia W iml is (12) 53]. (3.10-24) 


EE 


上 却 给 出 了 耦合 系数 Ripin 的 定义 , 通常 把 Racah 系数 的 定义 写 
成 E 
W (17511557: ) = 1621 + 1)(27,; + 1)] ËR; ine (3.10-2b) 


将 式 (3.10-1а) 和 (3.10-1b) RAR (3.10-24) 后 得 到 
> У! AL ou À a mm ф; m Pi, тузт Pim- -Miz 


my туу 


4її iaa 123 4114: Їз 
= > >, > Ri dip Anh, m, 


бф, m— m, Pim Piz sma- m;e 
ВУЗЕ Pins Pra» Pin, 并 在 球面 上 积分 ， 由 函数 的 正 交 关 系 
最 后 得 到 


J Ji j. Aji: Í 1; 
A in a P Аа тн 


it Í fa, Í Ё 
ын 2 Куан Үд ЫВ томнан (3.10 3) 


两 边 乘 以 АА; э, {39 Ё + Из 不 变 ， ХУ д: RM, 利用 矢量 耦合 
系数 的 正 交 关系 式 (3.6-4) 得 到 


112 fa 41127) J iai 
2. А! mu) t и А аай а адз 


. . 01 1458. 
ын > Куз, Amuma Dije 


把 上 式 两 边 的 了 都 写成 九 ,得 到 


Б: . УШиТ 
133124 muy B, 


j ` j Ї ТЕ. j iz js Ё 
= 》 AL, n Ар BBA 《3.10-4) 


шан | 


ВЕ ЗИ Аму 并 对 Ё 求 和 ， 保持 Mi + H + Ез 不 变 ， 利用 天 
最 耦合 系数 的 正 交 关系 式 43.6-4) 得 


之 2. і fi ! f | 
Ri 7] 12 A! ц ДЭЭ ДЭЭР: БЭЭ” НЭРЛЭВ 
(3.10-5) 


s 212, 


如 果 用 а,9,с,4 及 e, Í 代替 ОЛЕР 及 5739 Л а,8,7,8 К 
Mis Mis Ma 792,» 便 得 到 Racah 系数 的 表示 式 为 | | 
И(аёса,е}) = [(2e + 1)(2f + 1)1 3 


2, > 45414414 вав Ар] 5А вві, (3.10-6) 


除 采 用 耦合 系数 R 和 Racah 系数 外 ,还 常用 Wigner 的 61 符号 ,其 


定义 为 
g? 1: Л 2 a р ë 
l. 1 271, с Я 
= (— 1)'t5tet2g (арса, ef), (3.10-7) 
将 矢量 耦合 系数 的 表达 式 代 人 去 43.10-6) 后 得 到 


И/(аёсд„е}) 
= A(abe)A(cde УА(ас{)А(®а[) 


. >, (—1)ktethre+d 
k 


(k + 1)! 
(аЬ e) (k — e — d — е) 
(К )! 


О 
х (k —b —d—Pi(a+b + c + d — К)! 
1 > 
А (atd + г--1-4)1(5--с -04-41-4) ° 
(3.10-84) 


起 中 


- аре ка + e — O)! 
Alabe) = | (a +b + c + 1)! ] 


(3.10-8b) 


КЖ 34(abe).(cde).(acf).(bdaf) 满足 三 角形 关系 时 ，Racah 系数 
才 不 是 零 ,Y = a + 8 + д, | 
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310.2 Racah 系数 的 性 质 

(1) 如 以 а,Ё,с›ӣ 为 边 作 一 四 边 形 ,如 图 3.10-1 所 示 , 令 eÍ 
HARA Hik. abe,cde, acf, bdf 是 四 个 满足 三 角形 关系 的 角 
动量 ， 根 据 Racah 系数 的 定义 ,可 以 证 明 


图 3.10-1 


W(abcd,ef) = И (Баас, ef) = W(cdab, ef) 
= W(dcba, ef) = И (аса, е) 
= W(cadb,fe) = W(bdac ,fe ) 
= И (арса, fe), (3.10-9а) 
W (abcd ef) = (— 1) (ас), ьс) 
— (—1) 79 ( ела}, bc ) 
(-1У t E-W (удае, ёс) 
| | = r., (3.10-9Ь) 
W(abcd ef) --(-41у)7775: (ерс},аа) = +++, (3.10-9с) 
以 上 两 式 右 方 的 省 略 号 … 表 示 可 根据 等 式 组 (3.10-9a) 依次 类 拉 
出 其 他 的 等 式 . 

(2) 如 有 一 个 三 角形 的 面积 为 零 ， 例 如 当 。 = a + b hi, А 
(3.10-8a) 的 求 和 项 中 只 有 一 项 不 是 零 , 刚 只 有 《= 二 4 十 bp 十 < 十 
d 对 应 的 项 ， 

W(abcd,a + 46,f) 
| (2а)1(22)1(а+ P + c — a)! 
(2a + 22 + 1)!(a + c + f + 1)! 
O ОскФжежажї аж 4-Р _ 
(сС--4-4-42)(--144-41) (а + с-40) 


| 


x 


e Zif» 


(с 十 1 一 а)\(4 + j — 5)! Г (3.10-10) 
(4-1-)(-4-11(041-4) 


(3) 如 ww 的 六 个 宗 量 中 有 一 个 是 零 , 例 如 e = 0, 则 由 三 角形 
大 系 式 可 以 看 到 a = b, c = а, Racah 系数 的 定义 和 式 (3.10- 
8a) 可 得 
И (арса, ef) == (—1) 7 И(еёсү,аа)6,6.д 


Ü pO 
1 у 4 一 一 人 -一 一 一 一 一 。 3.10-11 
СЭ булуон yE ©? 


(4) Racah 系数 的 正 交 关系 : ШТ ЕЕНЖТКЕ ЕА 
的 生 积 组 成 , 且 已 证 明 矢 量 抹 合 系数 组 成 实 么 正和 矩阵 , 故 Racah Ж 
数 也 必然 组 成 实 么 正和 矩阵 ,矩阵 元 满足 关系 


> К.К, = б, (3.10-12a) 
> RR, = бу, (3.10-12Ь) 
由 Racah 系数 的 定义 式 (3.10-6), 可 得 到 
> (2e + 1)(2f + 1)W(abcd,e]D W(abcd., eg) 
== б, (3.10-13) 
3.10.3 Racah RATB% EET mij 0) 602) 
jm j > 的 简约 

可 以 证 明 , 2. (РАСО) Е РАХ, 事实 

上 ,由 式 (3.8-12) 知 , (1,2) = 2, АвмыТ м(1)17:5,(2), 由 于 


OLL ү L +M 1 _ _  . 

Am-m (-1) OL + D” 

T, 2) = (1XL + 1y? У (— DREO Tt, (2). 
(3.10-14a) 


e 245 。 


ШІ = 1, ТКМ =0,+1) 与 矢量 算 符 的 三 个 分 量 有 关 。 如 
л | 

P11) = U,(1), 

102) = мб), 

则 x 


S (DRGNE) 
= 0,0, + 2 (0,2,40,0,440,0.--0,0,3 


十 > (0,0, + 0,0, + (—0,?, + 0,9. 


=== 0,9, + Ú, P, + 0.0, 
= OC) . #02), (3.10-14b) 
这 个 量 在 转动 操作 下 不 变 , 因此 常 把 > (C—C) EnC) 8 


ARER, HTA). 2) Жл. 下 面 将 介绍 如 何 利用 Wigner- 
Eckart 定理 和 Racah 系数 求 标量 积 的 矩阵 元 。 为 简单 起 见 令 
Z = (fmia l PG) ВУ) (іт). (3.10-15) 
在 这 个 矩阵 元 中 ,个 (1) 只 作用 在 下 标 是 1 的 波 函数 上 ， T2) W 
作用 在 下 标 为 2 的 波 函 数 上 。 5 
|7 7 hia = Pim (jf2) = 2, а Фїт Фин, 


代表 由 Фин» bi, 耦合 的 态 , 而 
|7э],],) == bim( 11a) 一 2, Ам Pim, Pim, 
代表 由 Dimo Pim BODA, ALERT Z 又 可 以 写成 
7 一 > >; 2, (0947 А 


` [м п) мС2)|Лт,],т,), (3.10-16) 
但 是 ， 
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(тато | ТК gC1)TE м2) тт) 
= (fim | ТАС 1)11т, Ў т | Ем?) [mos (3.10 7 17) 
根据 Wigner-Eckart 定理 


(пт PEC) amo = <fi Расу, 


m Mm, 


un,” 


(iim, PEO ham) = СЕТОТ 
因而 式 (3.10-16) 简 化 为 
2 一 2, > > ТОРТТОР 


73 т; 


-(-1У A 4 Ши ‚Дії Н п, Ай а? ма, ‚ (3. 10- 18) 


т'тут, 


#E 55:42:98 RIS X EB er 51:0):5"421:37: 200 可 得 到 m's Mis, ту» 
M ,т,,т, 与 加 等 必须 满足 的 关系 为 m = m, + т, m = m +m, 
m =m + M ,m, = —M 十 mm。 由 以 上 数 式 ,显然 可 得 

m, -+ m, = m, + Ms 


RH 


ВРЕ, т, МАНАЕ БЕА, EAC.10-18) 中 就 
可 以 略 去 对 对 的 求 和 而 将 Z 写成 
Z = > 2, (—1)” 7” СО “СО Ха 502311) 


тү m, 


ERI n А L Л 
X A dr „ мт 4 А 


т,-Мт, 


L _. j L 
利用 关系 式 а 一 《一 Di айа 


mMm, 


-55 снн 
My mi | 


jt ji A 1, Li 
хала 4 m'm Amm A 2 


ЖУУЛУУ 
由 式 (3.10-3) 和 Racah 系数 的 定义 ,有 
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L. iz 


j, ! 47 7 j) 
4 Р тт, оо 2. Куу Ама А "Мт, 


“ам m түт, 
= S` Gf + DOR у (АШ, АР 
f 


Р 
. ді, й ! ийг 
m'm, мүт, M+m, M m. ° 


(Ñ А. ZARRANI 
Z = 2, > ( 一] у” -т Чүй Ali BA 4? Амт, 


х У [023+ OR + 1 ИС, hf) 
f 
Амын Ады СОО СМ. 
(3.10-19) 
由 式 (3.6-8) 得 


257 үм 217; + 1 L 9 
4 9 мт = (一 Ded Cm - 2+1) A" -М-т, 


2, + l 
! L , — 68-14! L ЯГ 
Ам ы Мт, (- 1) —-M-m,-M-m, 
= (т) R. 


由 矢量 耦合 系数 的 正 交 性 得 


і L j; Їл L j2 
> A ‚4 _ == = 0112， 
тт. — m 一 m, тут ний 2 2 


Ё 
mi 


” ] 1] J: — 
A M+m) Aya == 037. 


将 以 上 各 式 代 和 人 式 (3.10-19) 后 得 
Z = (1) МАЙ Ha Snn ТОЙ + DOR + 1)] 
x WOLF is KALEEI XAI). 
利用 ИСА 7, А) = С) ИСА) ` 
Z == (1 11778, E „ОРУСТА Х7.175023115) 


x {CF + QF + 13 рН). 63.10-20) 
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— “TFI +P 714 


ТВ ВИ ЫН КЖЕ ЖЕ, ЖОЕ ШЕ (LSJMIL -51154М) 
的 值 计算 W (LSLS, J1). E o 
在 LSJM 表象 中 ,已 知 
(15)м1Ё-81151М) 


— (LSJM|P — È’ — $, LSJ M) 


= > [JQ + I) — L(L + 1) — 505+ 1) ]#, 


L. S= > (D1) „(2), 


式 中 我 们 指定 1 代表 作用 于 轨道 坐标 , 2 则 代表 作用 于 自 旋 坐 标 ， 
CLM] ÎL] LM’) = АМам 1 (0111). 
tH $ 3.8 可 知 ， | | 


Fu 12м”) z! +M'XL—M' + )ÉIL,M'— 1), 
(+ MI | 


因此 
(LM|T' ILM' 


= L AL AMAL — M' 41) 8-1 
V2 | i; 


= Ayin (БТС) Р 
-- [| (кї Кї){ї,), 

(3.10-21) 
因此 可 得 / 2 
| СЧ) = —LL(L + 1) 1, 
А} EB 
x (517258) = 一 [ SCS + 1)]3A, 
HA (3.10-20) 得 
(LSyu |Ë - SILSIM5 = (—1)EtsJ[L(L + 1)S(S + 1) 

x (21.4-413(28-4-1)|2 82и/(1.81.5,/1). 
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由 以 上 各 式 得 到 

ИГ(1.51.5,11) = (—1)*5—/ нэ 1 
JU+1)—L(L+ 1) —S(S +1) 
2[(2L + 1)(2S + LCL + 1)S(S + 1)] ° 


(3.10-22) 


S31 НЕ ЯК . 


本 节 将 介绍 计 人 自 旋 角 动量 后 ， 本 征 态 在 完全 转动 操作 下 的 
变换 性 质 ,并 由 此 建立 有 关 的 群 的 不 可 约 表示 和 特征 标 . 
众所周知 ， 可 用 泡 利 矩阵 来 表示 与 自 旋 角 动 量 算 符 6 相对 应 
的 矩阵 
-8-34, 
2 д 


1 0 - 4 | 
0270) 
1 0 t 0 
а) 
O, = 
0 —1/” 


6 算 符 在 任何 方向 的 本 征 值 为 +1. 如 果 用 球面 坐标 , 令 nn 代表 
沿 任何 方 同 的 单位 天 量 , 则 | 
n = їзїп Өсоз‹фр + Jsin 0 sin p + Ёсоѕ0, 
把 6 . 者 写 成 矩阵 表示 式 得 
ô - ñ = ѕіпбӨсоѕфо, + ѕіп sin роу + созбо, 
(° sin бе 7 (ага) 


sin Өс’? — cos 0 

另 一 方面 ,根据 $ 3.2 НИ, Z— 4 HE E iB BE ,在 与 转 

5) К(аёт) 相对 应 的 二 维和 矩阵 # 的 作用 下 将 变换 成 o, = но, 
故 


-CN DE TD 
g, = | 
—b* а*/\о АХЫ а, 


» 250 , 


аа" - bb" -2а5 \ 
v —2а4%* _ —аа* + bb"; 


18 д к= inco E, b = — pil r-a)? sin ERA, 得 


[| 
Ta 


( со88 6 Ээ sin >. | 
мэ sin В 一 cos В 

考虑 到 Oz 轴 的 球面 坐标 Ө == 0 , EK 85 218938 ЯА a) T 
Oz WAFA R 后 的 球面 坐标 , 即 n 的 球面 坐标 ， 


9 = В, p = а, 
因此 


С, == One 
а], = ШЭ 58833 А ЖАКИ АЗ ИЛЕМИН, ПЕ о 相对 应 
的 算 符 Р, ЕЕЕ R BJ fE FB EREZZE Ж 符 ， 
EJ Hi ос, 的 本 征 值 方程 
T,X = АХ, (311-2) 


我 们 知道 ， 1 -1 时 x = x 一 (而 1 _ 1 时 X 一 X_ 一 Ё ). 


(C JEE o. 的 本 征 矢 , 常 称 其 为 施 子 . 
将 算 符 作用 于 方程 (3.11-2), 得 


Ё„в„Ё;\Ё„х = АРХ, 
即 нв 
6.8,Х-418,Х, (3.11-3) 
上 式 说 明 , Bx 是 д„ 的 本 征 矢 ,on 则 为 0; 经 转动 后 的 结果 ， 而 本 
征 值 仍 为 4 = 
当 1-1 
K, 一 P x. э 


满足 式 (3.11-3), 采 用 滤 阵 形式 得 


, а b 1 4 
Xa = и = (_, 3.) E (a) 
= aX, — b*x_, (3.11-4а) 
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ВП 


X = uuta + ung (3.11-4b) 

АЈ, А =— 1 时 ,得 нэ | 
х = БХ, + a*X_, | (3.11-58) 
X- = X, + un. 7 (3.11-55) 


采用 直接 代入 的 办 法 ,很 容易 验证 X, 与 Xi ЖЕ (3.11-3). R 
们 知道 ， 和 矩阵 * 即 为 完全 转动 群 的 不 可 约 表示 Р, LERE 
说 明 ,在 转动 操作 作用 下 , Х.Х. БӨ" 变换 ,或 者 说 XXX 是 DY 
WER. WEA XX 为 基 矢 的 表象 称 为 旋 子 表象 。 显然 Х.Х. 
的 变换 性 质 与 $ 3.3 Е, 完全 相同 ,以 后 将 取 


人 


$ 3.12” 计 和 人 自 旋转 动 耦合 的 哈密 顿 算 符 所 属 的 群 


在 第 二 章 我 们 已 经 讨论 了 在 不 考虑 自 旋 的 情况 哈密 顿 量 所 属 
的 群 。 按 照相 对 论 量子 力学 ,从 狄 拉克 方程 出 发 ,可 以 很 自然 地 5 
入 自 旋 角 动 量 和 自 旋 磁 浴 .本 菩 为 了 避免 数学 上 的 繁复 ,将 从 非 相 
对 论 近 似 的 方程 出 发 ， 引入 自 旋 与 轨道 的 耦合 项 ,从 而 得 出 在 此 情 
况 下 哈密 畅 算 符 的 变换 性 质 ， 说 明了 哈密 顿 算 符 属于 双 点 群 ， 这 个 
群 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 与 第 一 章 所 介绍 的 点 群 不 可 约 表 示 有 的 特 
征 标 有 所 不 同 . 

人 A ,可 将 哈密 顿 算 符 写 成 


В = — 52 Л (VP х Žv . в), (3.12-1) 


式 中 的 V(r) 是 势 场 ， 4 У 是 动量 算 符 . Ёс 


№ = (---| УУ Х Ç, (3.12-24) 
2тс. 


ВП 
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N= A Өг т 9 э), 


, | 
N, = ( ñ (22 -2 2), (3.12-2b) 
.2m c Öz Әх Өх Өв 


ч, = (+(x 2), 
I Ime / “Әх ду ду Әх 


t-> 


则 可 将 哈密 顿 算 符 写成 | 
| ñ = Bñ, — iÑ. д, (3.12-3а) 
AH | | 
ñ, = — + y+ Vlr).  (812-3b) 


为 了 讨论 方便 起 见 , 用 ХД = 1,2,3) 代表 XY Zy 并 引用 前 面 已 
介绍 过 的 符号 eik， 可 将 哈密 顿 算 符 中 的 N 写成 


8-(2:)3 > үн гэн x (8.12-4a) 
ў 


当 通 过 对 称 变 换 尺 使 X19T29X3 变换 成 Хүэ Хээл 时 ,如 果 Р, 代表 和 和 
R 相对 应 的 算 符 , 根 据 第 二 章 所 规定 的 变换 性 质 ,得 


| r = “Кт, 
Ё OV Or, or Ə ` 
N,(r) (到 -) > 2,6 > 2 Ber Өх, W дх, дх, 
- (6) 2. > эн > 2. вийн, 587, 


ТУР 
Әх, дх, 
К, = 2353 р, = L, 
М ө” * Өх, 
因此 
2315 6Э7:15 


= (5 ) > > би, 2. > RaRa 37 w. (3.12-4b) 
下 面 以 Ñ, 为 例 写 出 相应 的 变换 关系 式 
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RRN, Px' = (= ) > (К,К,-- Кк) 2 


2тс hl T 


O f} ){ (гт ‹ a Ov 9) 
= К.Р, — pR R y|” Š — 07 2 
(去 (RaRa Rx) ðr, Әх, Әх, Әх, 


гә 6r6 
+ (RaRa — RaR (57 2. 2. 9) 
(K, Rs К.) Әх, Әх, Әх, Әх, 


+ (RaRa — В.К 25 Ə ƏV 
(Ra Ra) Әх, Өх 9х, Өх 


= Ед, + рақ, 十 RÑ, 一 NiCxrixaxzs)。 (3.12-54) 
若 将 及 的 元 素 排 成 行列 式 


Өү Ө. ӨР: 23 
3 


R. R, Reg 
R, К, Rya 
| Rs Ra Ra 
则 式 (3.12-5a) 中 的 R”, R”, RY 8535 Rus Ras Ra 的 代数 余 
FA. 由 于 >, RaR; = 1, 得 К = Ку, 如 果 尺 是 非 正当 转动 
|Е| = —1, 可 得 R” 二 一 Ri。 因此 ,可 将 ;的 变换 性 质 表 示 为 

P Ñ Вр = ERN, (3.12-6) 
式 中 的 正 号 对 应 于 正当 转动 , 负 号 则 对 应 于 非 正 涩 转动 ， 同 理 , 可 
将 哈密 顿 算 符 的 变 痪 性 质 写 成 1 

PÂ PE = Prfopr: — i У) P Ñ, Pato. 
| | = 


18| = , (3.12-59) 


如 果 Re G, 则 哈密 顿 算 符 应 ЕРЕС, 
P rÂ, pa шин Н,, 


P B Êz — ñ, шин ЭЭ > t КМ, (3.12-7) 


b 
如 果 有 一 个 二 维 么 正 赴 阵 5 满足 条 件 
s~ (> (+ ко) 8-0), (312-8) 
k А | 2 | 
H s 是 与 尺 有 关 的 二 维 么 正 矩 阵 ， R € С, 
S~ P RA, PRS гээ Й,, 
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SPA P'S == Й, - 1 > Nia; = B, | (3.12-9) 
ЫН 


ЙТ S P 的 作用 下 不 变 。 如 果 亚 (7) 是 下 的 本 征 函数 , 则 根 
据 第 二 齐 所 介绍 的 变换 性 质 
y(r) = (т), 

ssh !РВьф(т)) = Е($—'Ёкф(т)). (3.12-10) 
mE Ê ES Pr 的 作用 下 不 变 ;, 那 么 当 Ф(т) E: Н.ВОЖЛЕРИЖН , 
49 (r) 也 是 应 的 本 征 函 数 , 具 有 同一 个 本 征 值 Е, 

$1РьФ%(т) = SW Rr) 
组 成 产 所 属 的 群 的 不 可 约 表示 的 基 矢 . 令 
x = Xis Y = Xis Z = Хз, 


О. == (y, Oy = бу» О; = 03: 


取 式 (3.2.5) 中 的 为 自 旋 角 动量 的 某 一 分 量 nk， 


h = Oks 
8 15 
X; = бк» (3.12-11) 
则 在 矩阵 « 的 变换 下 
h = uou = > ин 
4 | 
шин > К дх, = Ёл, 
B) 


иси”! = > Ке, 
Баса К, Е А ЖАП, 则 
u > Коки” = > > К, Кс; = 2; буе, | : 
103 Rn, из өш 000 (3.12-12) 
ЙЯ И: u 满足 式 (3.12-8) 的 要 求 ,， 即 
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Р а 5 
5 ~-(_ 3) 


em б -op Ë 
| 2 


е 


2 
е 0779002 sin 7 е 


сов Ë. 
2 
(3.12-13) 
如 不 计 自 旋 角 动量 与 轨道 角 动 量 的 相互 作用 , 则 В, 的 本 征 函 
数 依 不 可 约 表示 D'( R) 变换 。 考虑 自 旋 ， 但 不 计 自 旋 -轨道 斐 
合 ,五 的 本 征 函数 可 以 写成 轨道 部 分 加 (7) 和 自 旋 函数 Хо) ВОЗЕ 
R palro): o 
p = pAr) o). 
在 转动 操作 作用 下 Ф, 的 变换 性 质 为 
SÊ рф, (r.o) = P ,$,(r)S tx,( o) 


= УУ DICR Jupu У) SR Z, 
ё 1 
= У имфиС(тьо), 03.12-14) 


В 579 D: 变换 。 由 于 5-8 17, ВК 
DY@D’ 变换 。 如 果 不 计 自 旋 时 哈密 顿 量 А, 所 属 的 群 为 点 群 C， 
由 于 同一 个 转动 操作 相对 应 的 052 是 双 值 的 ,与 点 群 G 中 操作 相 
对 应 的 二 维 么 正 窜 阵 的 个 数 也 就 是 点 群 操作 数 的 双 倍 .实际 上 ,这 
是 因为 , 计 入 自 旋 后 哈密 顿 算 符 在 算 符 S Р, 作用 下 不 变 ， 
S'ÊRÂCS PR) = Â, 

88-11 57.2 RMR ER E ШИ Er BH PS PERJ RE ПП 
日 显然 每 一 个 对 称 操作 都 与 矩阵 05 一 一 对 应 .这 就 是 说 , 计 人 自 
旋 后 哈密 顿 量 所 属 的 群 与 D' 2 底 阵 组 成 的 群 同 构 ， 因 而 群 元 素 的 
数目 也 是 点 群 G 元 素数 的 双 倍 ,我 们 称 为 双 点 群 。 显然 , ОЛСООР! 
可 以 作为 双 点 群 的 表示 。 一 般 而 言 ， 由 于 DW 是 完全 转动 群 的 不 
可 约 表 示 , 作为 其 基 矢 的 Xt 和 D' 基 失 加 的 乘积 当然 可 以 作为 双 
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AR ARER, -RETH @ >, ВЕ, ру 
07-43 153, TAE p, 的 线性 组 合 矶 合成 双 点 群 的 不 可 约 
表示 的 基 矢 ,这 也 就 是 D OD 的 简约 。 实 际 上 ,如 此 构成 的 基 矢 
正 是 用 微 扰 方 法 讨论 自 旋 -轨道 相互 作用 的 零 级 波 函 数 .因为 如 计 
入 自 旋 、 轨 道 耦合 ,哈密 顿 量 将 属于 双 点 群 ， 其 波 函数 应 构成 双 点 
群 不 可 约 表示 的 基 矢 . 因此 ,如 将 ф, 组 合成 双 点 群 不 可 约 表示 基 
矢 , 则 在 这 种 表象 中 ,代表 自 旋 -轨道 相互 作用 的 微 扰 算 符 的 矩阵 
元 将 是 对 角 的 , 从 而 可 求 得 自 旋 -轨道 耦合 对 能 量 的 修正 。 显然 ， 
DY“@D: 按 双 点 群 的 不 可 约 表示 的 简约 ， 正 反映 了 自 旋 -轨道 耦合 
导致 能 级 分 烈 这 一 事实 ， | 

对 于 孤立 原子 的 情形 , D 就 是 完全 转动 群 的 不 可 约 表示 D!, 
计 人 自 旋 -轨道 耦合 的 哈密 顿 量 属于 双 完 全 转动 群 。 我 们 将 在 第 
四 章 讨论 自 旋 -轨道 相互 作用 对 原子 能 级 的 影响 ， 


$ 3.13 ” 双 点 群 的 性 质 与 特征 标 表 


3131 双 点 群 的 性 质 


(1) 单 群 中 的 不 变 操 作 天 对 应 于 双 点 群 中 的 操作 厂 与 E: Ж 
们 知道 ,对 后 群 的 不 变 操作 可 取 а-0,8-0,7-08а-0, 
8 = 0,7 = 2r; 但 它们 却 对 应 两 个 不 同 的 575 矩阵 : 


| 1 0 
a= 0,8 = 0,7 一 0 对 应 于 5 一 人 ЯГ 


一 0, 8 一 0, 7 一 2z 对 应 于 5 一 人 ( 小， 
® Ж | | 
Е-(/ "E=. 小 (3.13-1) 


0 1 0-1 
可 见 在 点 群 中 7 一 0 与 7 = 2r 没有 差别 ,而 在 双 点 群 中 EB 与 Ё 
的 特征 标 差 一 个 符号 . 
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(2) 对 绕 某 转轴 的 转动 操作 C,, 在 普通 点 群 中 如 C? = E, Ж 
双 点 群 中 则 有 С: = E, C? 一 E. FEA C, 为 例 来 说 明 。 

С, ЕЗ z Е НДЕ, а = 8 一 0, 7-2 
x。 下 面 将 说 明 对 于 双 点 群 


(1-Е, m Cs = E; 


нэ (3.13-2) 
57 (0,0,2) 
3 
Ес a x 13/3; 
ОИ 
нээг + зг” 
与 普通 点 群 中 的 C, 相对 应 ; | 
13. 
12 е— 3 1 
У(8521-(7, 4) 
| 3 1 e 3 
—(1 + 4 3 i) 
— 0 
И — 1 十 A/ 3; 
0 2 


与 C3 相对 应 ; 


Heo) 


A —. 
"м, 
> | 
YR 
| o | 
040 
| 
^ч 
к. 
+j © 
мг 
> | 
© 
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这 是 双 点 群 中 所 特有 的 表示 ，; 


3 (一 1 十 V 3i) 


2 


由 此 可 以 看 出 ,对 点 群 C; 共有 三 个 操作 : Сз, Ci, E; MERN AEF 
中 , 却 有 6 个 操作 ,， 即 群 的 元 素 增 加 了 一 倍 。 应 该 广 意 ， 由 于 C, 
与 C。 有 不 同 的 特征 标 。 它 们 一 般 不 属于 同一 类 . 

(3) 在 点 群 中 , 如 有 一 个 二 度 转轴 , 则 转动 操作 是 U 同时 ， 
如 果 还 有 一 个 与 之 垂直 的 * 度 转轴 , 则 转动 操作 是 Се. 如果 U, 的 


转轴 是 х 轴 , 而 С» 的 转动 轴 是 》 轴 , 则 在 普通 的 点 群 中 存在 看 下 
述 关 系 : 


1 0 0 
U,C Uz =| 0 -1 0 
0 0 一 1 


7А .. 
cos 248 0) sin 2xK 
0 1 0 0 一 1 0 
2л 248, 0 0. :一 1 
— SI 一 一 () OS -一 一 一 
| n | 
COS 2яК 0 — sin 246, 
ОЛ | ti 
= (Cs k = 0 1 0 , 
213 | 248, 
‘sin = 0. cos 


BI Сї Au Ca 有 相同 的 特征 标 , Cx 和 Cs* 属于 同一 类 , 同 理 ,如 
果 C; 的 转动 轴 在 镜面 操作 o 的 反映 面 内 ,也 有 类 似 的 关系 


“4:439 « 


- | O ` 
oCtg ! = 0 Ü) | 
0 1, 
А | 
соз 29% | 0 sin 244 | 
й п 3-1 9 9 
0 1 0 | 0 1 0 
27 188 0 0 1 
一 sin 一 - 0 8-5 
n 
cos 27% 0 — sin 21 
л л 
= 0 1 0 = Cr 
(02233 258 
sin = () COS 227 


对 于 双 点 群 , 0; 的 倒 易 不 是 U, 而 是 D,, 因为 00, = Е, 因此 
ОСА = UCtU, = EC* = Ct, 
В| 3502 Е] — 26, 
如 果 ”为 个 数 , B k = 全 时 ，C 一 15, ШЫ c1 5 C: B 
同一 类 ,由 于 Сї 与 C3 的 特征 标 是 异 号 的 ,在 此 情况 ,特征 标 只 能 
ЖЖ. | 


3.13.2” 双 点 群 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 表 


计算 双 点 群 的 特征 标 ， 首 先 归 知道 和 点 群 操 作 尺 所 对 应 的 
STR) 与 SR)。 如 果 尺 是 正当 转动 ,可 由 式 〈3.2-13) 5 (3.2- 
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14) 找 出 相应 的 a 与 56, 或 由 式 (3.1-4) 找 出 相应 的 a,8,7， 然 后代 
Арк) оя. 如 果 是 非 正当 转动 ， 则 可 根据 第 一 章 的 介 
绍 将 非 正 当 力 动 操作 ,写成 反 演 操 作 i 与 有 关 操 作 的 乘积 .例如 ， 
对 xz 面 作 反 映 操 作 的 oc,， 可 写成 Cys 再 根据 Co 求 得 相应 的 
р. h TEAR G 中 的 操作 只 相 对 应 的 二 维 么 正 舍 阵 DY《R) 组 
成 的 矩阵 群 和 双 点 群 同 构 , 由 DA(R) 就 可 决定 双 点 群 元 素 的 乘积 
表 并 进行 分 类 ,从 而 便 可 确定 特征 标 。 在 实际 计算 过 程 中 ,如 利用 
第 一 章 介绍 的 特征 标 所 具有 的 性 质 ,往往 可 使 计算 简化 ， 

由 于 双 点 群 中 所 有 的 及 均 与 E 对 易 ， 故 对 任 一 不 可 约 表示 
D” 存在 

ER = RE. 
Р*(Е)Р*(К) = D”(R)D” (E). 

由 不 可 约 表示 的 性 质 知 D'(Ë) =al, л ЖЖЖ. 188 


НЕ-Ё-Е, 
| Р E)? = 1 = РЕ) = I, 
ДІ | 
mn = +], . 
Win = 1, Щу 


D(F) = D*( E) = I, 
D”(R) = D”( R)D”( E) = D”( R). 

Wn = — 1, ЇЙ 

D'(E) = —D'(E), 

D (R) = —D(R). 
可 见 ,可 将 双 点 群 的 不 可 约 表 示 分 成 两 部 分 。 WRR E R BJ 
表示 相同 ， 也 就 是 点 群 的 不 可 约 表示 ;而 另 一 部 分 及 与 尺 мэн 
REEK., ИЮЛЕ. 18283541 33 ЖШ Жл. 
以 C;, Ds 及 Ti 为 例 进行 说 明 ， 并 在 本 站 末 列 由 号 3 32 КАБАН 
应 的 全 部 双 点 群 的 特征 标 表 。 


(一 ) 点 群 С. 的 双 点 群 特征 标 
АВС, ЕЊЕ Ы Cs АВВ Е.Е, С.С, АВ 


261. 


W AJ yB Жл 
жеу-(1:5) ou 人) 
| 


/i 0 一 
3 Шинэ 3 = 
peh _,), DAE,) 
乘积 表 如 表 3.13-1 所 示 


用 第 一 章 所 介绍 的 求 特征 标的 方法 。 可 得 到 四 个 不 可 约 表示 的 特 
征 标 , 列 于 表 3.13-2, 


Ж 3.13-2 


Г, ЖП Г; R 8 Р C, 中 已 有 的 两 个 不 可 约 表示 ， 在 这 两 个 不 可 约 表 
жн, E 5; E, C, 55 C, 有 相册 的 特征 标 。 D 与 是 双 点 群 中 附 
加 的 不 可 约 表 示 ， 对 于 这 两 个 不 可 约 表示 ， ЕУЕ, G, Ы С, К 
征 标 符号 相反 ， 


(=) D, 的 双 点 群 特 征 标 表 
由 $1.12 E% D: 有 6 个 操作 。 为 简单 起 见 , 令 CG C3 代表 两 
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个 与 三 度 轴 有 关 的 转动 , 令 Co Су, СУ 代表 三 个 与 二 度 轴 有 关 
的 转动 ,已 知 普通 后 群 D, 共有 三 类 : ECC CRCC C, С), 
而 对 于 双 后 群 共 有 12 个 元 素 。 可 以 证 明 ， 可 将 这 12 个 元 素 分 成 
6 Ж: (Е), (Е), (Сз, Ci), (C3,C3), (Chs С/, C3) СС, Си, 
C2")。 用 求 特征 标的 方法 可 证 明 D. 双 点 群 的 特征 标 表 为 表 3.13- 
3, 5 

表 3.13-3 7 


岂 玫 中 可 以 看 出 ,对 于 原 有 的 不 可 约 表 示 , E 5 E, 3С,553С:5 
有 相同 的 特征 标 ; 而 对 Г, Tss r 等 三 个 附加 的 不 可 约 表示 ， 特 征 
标 才 是 不 同 的 ， 因此， 在 本 市 后 面 的 特征 标 中 只 列 出 附加 的 表示 
的 特征 标 ， 


(=) Tj, 双 点 群 的 不 可 约 表示 

首先 列 出 与 所 有 操作 对 应 的 a,8,7 及 D3, 如 表 3.13-4 所 示 。 
由 第 一 章 $1.12 4841,7, 群 的 24 个 元 素 可 分 为 5 类 ,共有 5 个 不 
可 约 表示 。 可 以 证 明 , 根 据 本 节 所 介绍 的 性 质 ，7, 的 双 点 群 的 48 
个 元 素 可 以 分 为 8 类 ,其 特征 标 列 于 表 3.13-5. 
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3.13-4 


Яі 


хойд | 对 xyz 作 | x 8 | 7 р «8Ү) мин 

SLA sa 用 后 的 结果 | 
LE xyz |0|0|0 (0 ү | ра 
2.5 тээг | 8, 
3.6,, бз, 
НЫ ин шэн 
5.О,, | Сх 
6.0 0, 
7.4,, Tay 
8.02 ба, 
9.0, Оз 
40.02 б 
11.05: HEF 
12.05, | Ок» 
13. Oix Оз х 
14.0; уз 
15.0; Охх 
16.0; Оху 
17.63, 1 一， -02/7) 1 буу 


рч «ВҮ) 


B xr | | 1 / 1 二 5 ЛАА 

18 ЗҮҮЛТ yz x > F zt > (-0 2 г) ] 14 

| л| ох 1 1+; 1-14 

-1 x | x 1 (1-4 —(1 — :) 
20.6357: y 7151 2 (i +: 1 4-4 

2 _ л | л 1 /l-+/ —(1 -— £) 

21.бэуул аху 0 21 7 2 (12, l-i 

22.874,7 утх -E| уд > ( 1-1 39) 

202 л л 1 1-1 | 29) 

23 бэяуг ху л 22 БЕТ 2 (a -1) 1544 

тър св 

1. -5 л! л 1 /l +: (1-2) 

5 yax -2|7 0 ў AL 一; |; 


表 3.13-5 


сү с еы | m |. u Тэ ) a.m. | pe 


r, 1 1 l | -1 -1 -1 
Гү, 2 | 2 | -1 一 | 2 0 0 0 
Г,, 3 | 3 0 Ü -1 -1 | | 
Гу, 3 3 | 0 0 | 一 1 | -1 -1 
г.р =rd 2 |-2 1 j| 一 0 | 0 | уз -v7 
г.р = rl 2 |—2 | 1 -1 | 0 9 v | v3 
г.р? = r, 4 |-4 -1 0 0 0 Ü 


”从 上 表 可 以 看 出 ， 由 р 的 特征 标 可 以 直接 求 出 .D” @ Г,, 
p'2@r, 和 Р!#@Г„ 的 特征 标 , 而 D BIs 和 DOI, 的 结果 是 
可 约 的 ， 可 以 证 明 
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DÌT шин Г, + Га, 
DT 一 了 + T, 


下 面 列 出 所 有 双 点 群 中 附加 的 不 可 约 表示 的 特征 标 。 


$ 3.13-6 双 点 群 的 特征 标 


G 


(6) WAR С, 


Е Ё g g 

l -1 £ -14 

] -| - { 5 
(7) 双 点 群 С» 


2 -2 0 () Ü -2 2 0 0 0 
(9) ХАВ С, 
F Ë C, С, С, С, C: С; 
1 -| н? ший? F} -. w — ° 
] -1 —щЎ к? ший 1 — 0 w 
Ї -1 — ш t : 一 i — w? w? 
1 一 | w? М - š і w =w 


iw = exp (z) 


қ 


(10) ХАВ 5, 


Б Е 5, 5, С, С, $ 5 
| -1 w —w 一 ! ; ил — =° 
| -1 — w? w? f — ; — z 77 
| -1 -40 w 一 站 f — t° ил 
Р 一 | w? — w’ i 一 ; 22 — tu 
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(11) 双 Да C, С.С; 有 & 个 附加 不 可 约 表 示 ， 特征 标 表 可 由 С, 48515 їр 
再 列 出 。 
(12) WAR D, 


Е Ё С.С} x САС, | С1С1 x 26,26, | 203207 
— 
2 — 2 V2 | -V2 0 0 0 
| | 
2 -2 — 2 x 2 Ü 0 0 


(13) 双 点 群 Cs。 


x F . Ë С. ; С 20:26 д 
= шинийн а ] —— F 
A, | 2 -2 0 
A, 2 一 2 0 


(14) XX A EE D,a 


К E x С,С, 5,53 538, 2C;2C; Ё "20 420 а 


| 

| 
l 

| 


(16) C; 


(17) G; = C,@C; 
(18) Р, 


(19) б 


(21) Т 

Е Е 3С,3С, 4С, 4С, 
2 -2 0 1 -1 
2 一 了 0 (9 — (0 
2 ~ 2 () — с)? со? 


. Л 
CO = exp (i =) 


(22) T, = T@C, 
(23) T 已 在 前 面 列 出 ， 
(24) О 


Е Е 4С,4С: | 4С34С, | 3с,3С, | 6С,6С, | 36,303 | 3C33C, 


80137017 
P oç P Oç 
DEC .DEC 


veglie) 22220062 “Са (62) 


арр р 81 1 МёЗЕ Ju Ui 21 此 EaR == Y (820 
(+ ) ХЭ = 00 


393,22 (23,202 (023152 | 1-2 
чє) (12372 (92) 


—P S“ËÁQTXH—a Yc rr 
| “31511511 МОЕТ Щу 9 E 99000 = *О (62) 
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(32) D., = D,@C;,## 6 个 附加 不 可 约 表 示 [ 字 ,I 和 .73 


5 3.14 Е] ХКА 


ра ТАЛГАН ВОЗ ЇН] ЯД ИЧЕРГЕ. Ж УЫ RR 
的 操作 ,在 没有 磁场 的 情况 下 Ере веде D E А) 
及 狄 拉 克 方 程 (有 自 旋 ) 中 的 哈密 顿 量 不 变 ， 由 于 能 级 简 并 度 与 哈 
密 顿 量 所 属 的 对 称 性 有 关 , 因 此 在 讨论 态 的 简 并 度 时 ,除去 考虑 与 
空间 坐标 有 关 的 对 称 操作 外 ， 还 必须 虑 考 时 间 反 演 对 称 。 本 而 将 
指出 ,和 时 间 反 演 对 称 有 关 的 算 符 是 反 人 么 正 算 符 . 
3.14.1 时 间 反 演 对 称 和 时 间 反 演算 符 

(一 ) 不 计 自 旋 的 情况 

在 不 计 人 和 目 旋 时 E TRON РА ЖЧ Е Н ПН] НЧЕ ЖЕ 15 7706 

Аш = ih гж (3.14-14) 


ЖЕРЛИ EAH - 


A * * 
Â*y* = — і от = ih Ta X (3.14-1b) 
1 -- - .. 


ж Ü = А", 则 以 z HARRA tr ВТЕ НО ЖЕ 25, Ц 
(— 1) АА ра шге 所 满足 的 方程 一 样 。 УТЕ. ЕН 
方程 为 | 


| Ву = Ey. 

KE ЖӨН Ну* = Ер*, 1178-4728 ААО ВЕЕ о Я де E 
线性 独立 的 ， 在 此 情况 下 系统 有 附加 的 简 并 度 。 由 于 这 个 简 并 度 
与 哈密 顿 量 А 的 空间 对 称 性 无 关 ,而 主要 是 由 于 Н<=Й* 引起 的 ， 
又 由 于 在 含 时 间 的 薛 定 谓 方 程 中 , 当 把 变 成 一: 时， 下 与 @* WN 
足 相同 的 方程 ,因此 把 这 种 对 称 性 称 为 时 间 反 演 对 称 性 ,相应 的 算 
符 Pr 具有 下 述 性 质 : 

P yB Py = H*, Py pt, (3.14-2) 
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а, КЕЕ НЕН НАУ КАИН А ГИ RH, 
在 有 磁场 的 情况 下 ,如 本 = AR(r)P,( соѕ0 )е'®, ш Е 
Ly = ћу, 
Ly* = —Ahy*. 
ШЖ =Й, 4954" 态 的 磁 矩 的 方向 相反 ,与 外 磁场 的 相互 作 
用 能 量 也 不 同 。 因 此 , 当 有 外 磁场 时 , 斑 和 ww ”不 属于 能 量 相 网 的 
态 ,只 有 将 下 * ЖАБ, ш Ыр 才 对 应 于 相同 的 能 量 ， 


(=) 计 入 自 旋 情况 


计 和 人 自 旋 后 ,电子 的 波 函 数 应 满足 狄 拉克 方程 ， 为 简单 计 ,下 
面 讨论 电子 在 势能 为 VC) 的 回力 场 中 的 相对 论 波动 方程 


op те 415) 
+ V(r) (2) -E (2), (3.14-3а) 


式 中 o 和 р 为 熟知 的 泡 利 自 旋 算 符 和 动量 算 符 ，7 为 不 变 算 符 ， 
mm 为 电子 的 质量 , с EOR. KLARE RME 


а о неа о) 


кус (S) -5(5) | (3.14-3ы) 
下 看 将 指出 ,如 有 算 符 
Ё; = (7 9; | (3.14-44) 
则 下 面 的 变换 性 质 成 立 : | 
Pr f p 1 0 ) Pr = (Ж р)" Ие! (3.14-%) 
к e у өн 
利用 对 易 关 系 式 
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0,0, t 0,0, =Ù, 


Р, P, — Ш 
Р. +ib, р, Г 

Р, P, 十 J 
Р. — ib, 一 户 。 
就 可 以 得 到 式 〈《3.14-4b) 和 (3.14-4c)。 利 用 这 两 个 式 子 ,可 将 式 
(3.14-36) 写成 | 


0 * 
о-р 0 ф? 


zp- 


(о - p)* = ( 


= 610. x (3.14-5b) 
令 Pr = PR, R 代表 取 复 共生 的 算 符 , 则 从 式 (3.14-5b) 与 (3.14- 
34) 两 式 可 以 看 出 ，Pr(，) 和 (Ç malaya. mpi u 
函数 是 线性 独立 的 , 则 能 量 忆 有 简 并 ,不 难 证 明 


“2, 08-42, 17) 


0 о-р 0 
6 代表 计 人 自 旋 以 后 的 时 间 反 次 算 符 。 将 Pr 的 表示 式 代 入 后 得 
10, ON . 
P+ = Р о) К, (3.14-49) 
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3.14.2” 计 人 自 旋 后 的 时 间 反 演算 符 的 性 质 


a b | 
(1) Pr 与 二 维 么 正 群 的 算 符 9,518. Ph a a) H 


өр, євєвцав (S) E, 由 于 Фф Mh 8 ЛЭН ВЕ 


数 ， 
Pu 
Ю 2 Ph 
hd |4, 
pn 
а ф 0 0 | Pa 
ф —b* a* 0 01 中 
prp.( ') шин р, " 
ph 0 Ü a ф Ф:, 
0 0 —* а* Фу 
aps + bpa 
—ф*ф, + a* py 
i ad, + bd, 
— b Pph + в* фа, 
“0 1 0 0 ada + Фф 
— 1 0 0 0 É —*‹ф\, + аф | 
роо о 1 | аф + Ьфь, 
0 0 一 1 0 —р*ф,, + ad 
~— bpi + афу 
—а*фу — b*ph 
-5ф + афд 
—a* pa 一 b* ph 
[з] 2%, 
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0 1 0 0 1фи 
ф — 1 0 0 0 ф 
P р, | ) шин Р, R š 
Ф, 0-0 0 1 | Pa 
0 Ü — 1 Ü chy, 
a b 0 0 1; 
— pb* a” 0-0 — P 
0 а Ё 2 
—ф* a"! Х-44 
— фи + ad 


-аф — b" ү | Я | 
Ш аф u = prp.(). 


-9ф + афу 
—a ga — Б*фд 


这 就 证 明了 P, 与 Pa 的 对 易 关系 ， 


(2) 
Pr Ë С) + В 2) = а* Р 2) + @*Ё„ (2) » (3.14-7) 
因此 P, 不 是 线性 算 符 ， | 
(3) 


ТА Pro шин —ф*Ётф, 


Фо 


一 Фй 
-(101423 0, 


| (3.148) 
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= ñi — phor + 0245 — 0522. 
同 理 ， 
PtP = фф — pidi + QE 一 фафа = —y' P9, 
从 而 证 明了 式 (3.14-8). 
МАХН АЖЖ, Р, 作用 在 每 个 电子 的 相应 的 波 浮 数 上 ， 


得 到 
'ЁуФ = (—1)"@1Ë a, (3.14-9) 
(4) | 
Pty = (Рар)'(2,Ф). | (3.14-10) 
证 Oty = Фф. + ФФ + ФФ + Фу: 
piz 
— pii 
(Ёар)'(Р.Ф) ын С 一 Pupa т Ф.) Ф? 
| 22 
2 Х-ФД 
= ppa + pipa + pipan + Фифи = D'y, 
(5) | 
P Êy = —ф, (3.14-11) 
证 
ph 
Pibg = Prà) P 
T T T суф? Т ф5 
— >z 
фз — фі, | 
( ". — фу — p 2 -(2) 
0 20, Ph — b. pa 
— pan — pa 
= — , 
对 于 N 个 电子 的 体系 
É ,P р = (—1)“ф, 
如 入 为 奇数 ， 
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2 Ф,Вир--ф, з (311-13) 

N 为 偶数 ， шээг 

| | “В,Вир-р, С (314-12) 
常 把 满足 式 (3.14-8) 和 (3.14-107 的 算 符 称 为 反 么 正 算 待 。 可 

以 证 明 ， 任 何 一 个 反 么 正 算 符 都 可 以 写成 一 个 么 正 算 符 与 取 复 共 

纪 e 算 符 的 乘积 ,任何 两 个 反 么 正 算 符 的 乘积 都 是 么 正 算 符 。 


3.14.3 Kramers 定理 


利用 式 (3.14-12a) 和 (3.14-12b)， 可 以 证 明 顺 位 其 振 理论 中 
常用 到 的 Kramers 定理 ， 根据 这 个 定理 ， 在 只 有 外 加 电场 而 无 外 
加 磁场 时 ,具有 奇数 电子 的 系统 的 每 一 个 能 级 是 4 并 简 并 的 ,” 是 
偶数 ,对 不 同 的 能 级 来 说 , s 的 值 不 一 定 相同 , 

证 当 没 有 磁场 时 , РРА? = B, ИҢ ШЫ Рр 是 属于 同 
一 能 级 的 波 函 数 ， 如 果 P БЕ ЖЕЙН НЗ. 则 计 入 时 间 反 演 
后 ,能量 巨 没有 附加 简 并 , 但是, 如果 Бүр 与 亚 是 线性 独立 的 , 则 
计 人 时 间 反 演 后 ,能 量 E 有 附加 简 并 . 

如 果 Bir 与 轨 线 性 相位 , 则 可 表示 为 

By = ор, Piy = jal y, 
« 为 某 常数 。 如 果 电 子 系 中 的 电子 数 为 奇数 ,由 式 (3.14-12a) 有 
条 一 一 更; (BE, lal > 0 时 ,与 这 个 条 件 不 符合 . 因此 得 到 ,对 
于 奇数 电子 系 , By 和 更 应 该 是 线性 独立 的 ,即时 间 反 演 使 能 级 
互 的 简 并 度 期 倍 ， 如 果 只 洲 虑 空间 对 称 性 ,五 是 普度 简 并 的 , 则 计 
和 时间 反 演 后 ,能 级 是 n == 2m 度 简 并 ,显然 > 是 偶数 ， 


3.14.4 ”对 非 简 并 的 态 , 磁 矩 的 平均 值 为 零 _ 


TAARE нин 
(з14-13) 


式 中 下 和 人 分别 为 原子 中 + КАЙНИНИН. 
М 在 下 态 的 平均 值 为 
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И ш) = (yl Myr) = (В.Й Pry) 
= ( P MP7 P y| Вар), (3.14-14) 
其 中 我 们 应 用 了 Pr 的 反 么 正 算 符 性 质 vy) = (Ё,М)' 
x Рр, 28.31 É, 5 在 P+ 算 符 作用 下 妥 变 号 的 变换 性 质 。 得 到 
P M bç: = М. 
间 时 ， 由 于 各 非 简 并 ， Py Р р 线性 相关 ， 
Ё ну = QW. 
又 ,由 Kramers 定理 知 , 电 子 数 必 为 偶数 ， 
于 上 Piy = w, 


| «| = 1, 
代入 式 (3.14-14) 得 А Д 
(|М iy) = (— МРур| Рур) = —– |а| Мер) = —Myly) 


--08/М18). 
ЁАЁЛ- РОН Y Милан, 因而 得 到 


(pi Mig) = 0. (3.14-15) 


5 3.15 计 和 时间 反 演 后 电子 系 能 级 的 简 社 度 


由 于 计 人 时 间 反 演 对 称 性 后 , 涉及 到 用 ӨГ 作 基 矢 的 复 表示 . 
因此 ,应 当先 讨论 复 表示 的 一 些 性 质 ， 
3151 复 表示 的 定义 与 性 质 


(1) 复 表 示 的 定义 如 | Е 
Рф; = EDR ibis (3.15-1а) 


Раф = S р(ку?, (3.15-1Ь) 
j 
则 D*( R) 称 为 复 表示 ， 


(2) 复 表 示 的 性 质 : 
(а) 如 DCR JER GRRR M DCR 六 也 是 和 群 G 的 表示 ,因为 
ЯП Ж 
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L-AP 


HI D(R)D(S) -一 D( RS). (3.15-2а) 
D( R)*D(S)* = D( RS)*, (3.15-2Ь) 
如 果 D(R) 是 不 可 约 的 , 则 D( R)* 也 是 不 可 约 的 ， | 

(b) 如 DCR) 的 特征 标 是 实数 , 则 DCR) 3 D( R)* 等 价 。 因 
为 两 个 等 价 的 表示 特征 标 相等 ,因此 如 D( R) 的 特征 标 是 实数 , 即 
为 DCR) 5 DRY 等 价 . 

(с) 如 不 可 约 表示 D(R) 具 有 实数 的 特征 标 ,D(R) 与 D( к) 
зе 0, ШЕЕ КАЛЕНЕ C 可 以 使 D( R)* 变换 成 DCR), 
Ч | 

СЭр(ЕУС = DCR). (3.15-3) 

FAKER, A EER C 必 是 对 称 或 反对 称 的 ， 

证 ”由 式 (3.15-3) 得 x 
CD(R) = D(R)*C, | 41(3.15-4а) 
BV C*D(R)* = D( R)C*, (3.15-4b) 
ВЭЭ, С, | 

CC*D(R)* = CD( R)C* = D( R)*CC*, (3.15-4c) 
BU CC* 与 D( R)* 对 易 ， 如 果 D( R)* 是 不 可 约 的 ,根据 Schur 引 
H, CC* 一 定 是 常数 矩 降 , 即 


СС* = aE, 

H T c 是 么 正官 阵 , 

C*C = Е | (3.15-54) 
故 

CC* = E, (3.15-5b) 
ИП C* 也 是 么 正 矩 阵 。 将 式 (3.15-5b) 两 边 乘 以 a, 得 

аСс* = aE = CC*, (3.15-6a) 

БП 

aC = С, (3.15-6b) 

аС = С, | (3.15-6с) 
ВИ 
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C = aČ = aC, (3.15-6d) 
HT C > 0 а = 1, a = +1, 因此 证 明了 
нм C = € C 是 对 称 的 ， 

| --С CC 是 反对 称 的， 
(d) WR c Ф(юуС = р(к), Č = C, JI DCR) 可 以 变 痪 
成 实 表 示 . 
证 RER СН 的 本 征 方程 | 
Ce = ор, ` (3.15-7а) 


式 中 о o FIE C 的 本 征 值 和 本 征 和 天 . 
由 于 С=С, 
E С = C! = С*, 
| v = С оо == оС*р, 
16 CARE JÉ Bn 14% 
v* = *С»*, 
OV = oa СО", -11(3.15-79) 
Н 
| (суу (Со) = о*ф! оо, 
vv = votar, 
因此 | 
ожо == |, н (3.15-7«) 
代入 式 (3.15-7b) 后 得 
Со" = аг", (3.15-74) 


由 式 (3.15-74) Ж (3.15-74) И ЖШ, > 52* PEJE MH FIRI A E 
方程 ,因此 可 以 认为 C 的 本 征 天 是 实 的 ， | 
下 面 将 证 明 D( R ) 可 以 变换 成 实 表示 . 为 此 可 将 对 称 的 么 正 
矩阵 CE 
С = ҮҮ, (3.15-8) 
式 中 7 ЗСА ЈЕНЕ, 77 = E, 7 = y ,4 АХАҢ. < 
d = d, ау = аў, п] C D( R) = D( R )* C 写成 
y dy D( R) = DCR) Y dT, 
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对 上 式 两 边 由 左 方 乘 以 dir, ARRA y art 则 左边 变 成 
аҮуДдҮр(К)уГлЧГ = da YD(R)Y df, 
而 右边 变 成 
dfyD(R)*y dr dt = 2g*yD(R)*yYy Ч, 
BD 
4,1 D( R )у 'df = aty D( R)*Y'd,. (3.15-94) 
(ra J 'D( R)*y 74, = 228 5, (3.15-9b) 
ЗОЙЛЕНН Y 21712 EERE rd 对 表示 D( R)* 作 么 正 变换 , 可 把 
D( R )* 变换 成 实 巴 阵 , 因 此 可 将 D( R ) 看 作 实 表示 . 
3.15.2 当 j 为 整数 时 ,完全 转动 群 的 不 可 约 表示 DCR) Жл 
证 ”由 于 DR ) 的 特征 标 是 实数 ,满足 (3.15-4a) 式 , 妈 
CiDi(R) = D:( R)*C:, (3.15-10a) 
式 中 C 即 为 使 DR ) 变换 成 D《R)* 的 矩阵 。 БЕЛЕЕ C 
的 具体 形式 . 
>, Ср! (Е) = > ` DICR JimC. (3.15-10b) 
EK о = p = 0, Wi 
С? „РК ),„ь == Сі мєт агт? 
р! Еу „С == е" „С. 
由 式 (3.15-10b) 有 
Ch (e е") = 0, 
Ж Су = 0, Де 一 ce Bl] n = — А, jk 
Сї» =a CLkko (3.15-10с) 
而 其 他 的 足 阵 元 为 入 。 定 阵 具 有 如 下 形式 : 
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0 О .-...-..... Cis _ 0 
С : 
С" 一 ` Ch Ё . (315-11) 
C-u . 
N C; 0 QO -........»лэ. жоо» 0 J 


由 于 C 是 使 所 有 DR) 变换 成 为 D:( R)* 的 矩阵 ,对 于 任何 
а,в, T, 也 可 将 DICR) 的 表示 式 代 入 式 (3.15-10b), 并 利用 式 
(3.15-10c), 取 其 中 的 一 个 让 阵 元 
а CL DICR Jig = Р'(К)*%,_ 6С? 


co 和 


1TN- (23)! š ео 
СЭ туун) | 


itk iok _. 
. со £) (- sin £) ӨМГҮҮ 


CL; == (—1) С. 
Ф k= —], 得 

С'»==(—1)”С/_;. 
如 7 是 整数 , 则 C5j; = Cii C ЖАР, АЊА С^ 1, 
得 x 


⁄ 0 0 0О..-..«........ эээ 1 N 
0 0 0.--.-.....-- — 1 0 | 
с = |; 1 : |, (3.15-12a) 
0 —1 Ü |... хэхэхэхэ 0 
N 1 0 Ü «..... эхээ 0. 
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可 见 ,由 于 Є ENRERE DCR) 是 实 表 示 ， 如 1 是 半 整 数 , у= 
(2a + 1)/2, Сі 一 一 Ci-is 则 C’ 是 反对 称 的 ， x 


0 0 О... оао о е 1 
0 О .-........ — 1 Ü 
C =]; 21, (3.15-12b) 
ї Ї 0 ч. ......й. 


3.153 时 间 反 演 附 加 简 并 
(1) 如 果 不 可 约 表示 DCR) 的 特征 标 X*(R) 是 实数 ， 则 
ЭЕ) = g R У (ЕЮ) 一 一 g,8 是 群 阶 . 
证 
ХВ?) = >; D? ( R2Y;; = >; 之 | D'(R)aD(R)i 
= 2, 2, DICR Ja DCRR. 
由 式 (3.15-3) ,可 将 上 式 写 为 
ХК) = >` >, >; У: DURY Cin DR = Jm Car 
í k m п 
= >, >, 2; 2  DXR)aD (RD Ch Cims 
f k m n 
2, 008) 2, 2, 2, >, 2, DX R)xaD)( R, CE, C 
= > Уу СҰ, С nk T — 1 21 "ОН 
шин з-(с" С), 


Хара, 是 第 4 个 不 可 约 表示 的 维 数 . 
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如 果 C 是 对 称 矩 阵 ， 则 由 本 节 前 面 的 讨论 知 DR) 为 实 表 
示 , 叉 由 (3.15-12a) 可 看 出 
C*C = I, 
Х(С*С) = dis 


因而 
У (К?) = z. (3.15-13а) 
ЖЖ СЕ) ЭН Е „ЕНЕ (3.15-125) 可 知 ， 
C*C = —1,X(C*C) = —а, 
故 有 
SMR) = —z. (3.15-13b) 


此 时 DXR)* 与 DXR) 等 价 , 但 不 能 通过 么 正 变换 使 之 成 为 实 表 
Z, 
(2) 如 ХК) 是 复数 ， 则 XX《R) = ХСЕУ”, BB DXR) 与 
DR)* 不 等 价 。 可 以 证 明 , 在 这 一 情形 下 
УХ) = 0. 
让 
АВ) = D, DR 一 2, у, 0ХЕ»ХЕ» 


= >) DURDURA. 


由 于 DXR)* 5 DR) 不 等 价 ,可 令 
D*( R3>* = рК), 1 >= zu, 
则 
ХК?) = 2 DAR)D’ (R) = D) DUR JDR Yi 


> ХХР?) = >, £ бад» 
R ni da 
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总 结 上 述 讨 论 ,我 们 得 到 如 下 判 据 : 
(а) 如 2 XRD) = g, W СР) 是 实数 , 且 可 将 D: 变换 成 


ЗОВ. 
(b) 如 ЭХ СЕ?Э--0, N LCR) 是 复数 , D? 与 D* 不 等 价 ， 


ЖН. ЖЕНУ Жл. 

(c) 如 2, XCR) = 一 8, 则 X*《R) 是 实数 , р 5 D* 等 价 ， 
但 不 能 变换 成 实 表 示 ， 

(3) ЕТА БАЈИ ЭТЕ: 我 们 首先 证 明 ， 对 于 六 个 电子 
RIER in XCR) 为 实数 , 即 D'(R) 5 DICR 等 价 , 则 该 体系 在 
时 间 反 演 操作 下 没有 附加 简 并 的 充 要 条 件 是 

c = (—1)NC, 
С 为 将 ( R) 变换 到 DAR )* RERE. 
由 式 《3.15-1a) 有 


P рф; = >} D( R);;é;, 


对 上 式 作 用 时 间 反 演 操 作 Pr, 并 注意 到 P, 为 实 算 符 ,得 
P.D pi = У) ОСЕ): Ф. (3.15-14) 


设 C 为 将 D 变换 到 05” Кур, 
CD R)C™ = D R)", 


А 
P , Ë +ó; = `> CD R), Съ; P +$. 
ИЖ , 
W F NW ЕЈ Су 并 对 i RME 
Р, (5 СВ) = ЭС (Е), (5 сас) Py 
і НА i 


* 


一 S, CID (КЕ),Р:ф 
і 
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= > D' R) Cab rbis 


令 
= > C; P фе, 
моор, ва 与 Ро RER. FRR 
Ф; = Фу + фу» 


则 Ф, 也 必 按 D: 变换 ， 
Р.ф, = ËP bi + Prd 


因为 x 
Pry = > C Pihi = >, CM 1); 
如 
С-(-1У0С, 
дї 


Ст = (—1)”С*, 
另 一 方面 , 注意 到 СС 为 单位 矩阵 ,可 将 P +i 写成 
prpy = у) (ССР = У) (У) сист) Po 
= У) cz (У) со) = У) со, 
因此 
Рф 一 2 Сф, + 2 Cró; 
ин У; С (Фф; + ф;) 


"х —1 ` 
шин » | Су Pie 
I 


上 式 说 明 Ёуф, 与 Ф, 线性 相关 ， 从 上 面 的 讨论 可 知 , 总 可 由 
属 同一 能 量 的 少 与 P, AAR o Mo Pro 线性 相位, 因此 没 
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有 附加 简 并 . 
RZ WRA MIm НЭХ МЛ Z BT, 必 有 
= ЭЭ Ci; P rps 


j 


P 2, Суф = 2 Саи, 


(48:45) = CF. s (3.15-15) 
根据 式 (3.14-9), 上 式 可 写成 x | 
(—1)“‹ф;| Ê rpi) = СУ, 
但 是 ,如 将 式 (3.15-15) 中 的 足 标 ғ, 7 Я, ДІ. 
Сф, Рф; = С» 
因此 得 -(-1Усф-3 
即 с=п, 
这 样 我 们 便 得 到 ,在 情形 (a), 即 УХ К?) = g 的 情形 ,D*(R) 
是 实 表示 , 即 C = Č. Xit, 如 入 为 偶数 ， 则 c = (一 1)*C 的 条 
件 与 之 相符 , 即 恰 使 偶 电 子 系 符合 条 件 C 二 《一 1)*C。 因此、 对 
偶 电子 系 , 在 情形 (a) 并 无 附加 简 并 度 ;显然 ,对 奇 电子 系 就 有 附加 
简 并 度 . 有 反之 ,在 情形 (0), 即 УКК) = 一 g ,此 时 D: 不 能 变 成 
实 表示 ， 将 D: 变换 成 D * 的 矩阵 是 反对 称 的 , С = 一 C。 这 时 ， 
如 六 为 奇数 , 则 c 二 (一 1)*C 的 条 件 与 C = 一 C 一 致 , 即 此 时 奇 
电子 系 无 附加 简 并 度 , 而 偶 电子 系 则 有 附加 简 并 度 .对 于 情形 (b)， 
即 ХК) = 0， 由 于 DL ри Ке, 无 论 对 奇 电子 系 还 是 
偶 电 子 系 都 有 附加 简 并 度 。 因 此 ,我 们 可 以 归纳 如 下 : 
偶 电 子 系 : 情形 (a) ”无 附加 简 并 度 ; 
情形 (b) 有 附加 简 并 度 ; 
情形 (c) ЖИЛЕ. 
AATA: 情形 (a) 有 附加 简 并 度 ; 
情形 (b) 有 附加 简 并 度 ; 
情形 (c) ЖИЛ. 
例 ”判断 双 点 群 C, 的 附加 表示 4,,4; 和 А, 的 复 实 . 
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505115 R 相应 的 群 元 | 
E’ = E, (С3) = C,, (Ë) = Е, (С.у! = C}, 
(GY = сї, (С) = С,, o = E, (0, = E, . 
(oY = E, (Y = E, 0 = Е, (0, ) = E. 
因此 ,利用 双 群 的 特征 标 表 可 得 到 
对 46 2,Х(ОЮ)-12-44-6-0, НЯ б); 


К 


对 4;: >, XRD) 一 2 十 + 一 6 一 0), 属 情况 (P); 


对 4: Ў ХЕ?) = 4 — 4—12 一 一 12, 属 情况 (с). 


无 论 在 奇 电 子 系 与 偶 电 子 系 的 情形 ，44 与 4; 都 是 复 表示 。 由 于 
这 两 个 不 可 约 表 示 是 一 维 的 ,而 且 特 征 标 互 为 复 共 轿 ， 可 见 A, 和 
А, 就 是 两 个 不 等 价 的 ` 互 为 复 共 斩 的 不 可 约 表示 。 计 入 时 间 反 视 
后 这 两 个 不 可 约 表 示 对 应 于 相同 的 能 量 ， 


ж= иу N 
1 .计算 表 3.6-1 НАК B 8 AR. 
2 .证 明 式 (3.6-8)， 
3. 如 ! = 2，* 一 39 BE НИ Dss. 


4. 证 明 4м „ = 0—1) Qi + 1)", 
5 .证 明 式 (3.2-105) 中 的 矩阵 元 Rij 满足 正 交 关系 


2; К, К,а = Ӧз, 


6 . 试 由 不 可 约 张 量 算 符 f% 与 Ту ЕВН TARER. 
7 .已 知 Fijy(iy = 1 ,2，3) 为 二 级 张 量 算 符 , 试 证 : 
G) T = F,, + Fs Бу 在 转动 操作 作用 下 不 变 . 
(н) (F, 一 Fa), (Fa 一 Fo) Ы (Fn — Fa) 在 转动 操作 作用 下 按 
ро 变换 . 
8 .如 Fi 为 对 称 的 二 级 张 量 ( 即 Fi; = Fa) ВАС ЯП, 试 证 Е, 
在 转动 操作 作用 下 按 ОО 变换 ， 
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5. 如 将 式 (3.10-2) 三 的 耦合 系数 R. u, ТЕЗЕ: ж. 试 证 该 矩阵 为 一 
方 阵 , 即 行 数 与 列 数 相等 . 

10. 试 证 表示 D(R) 与 D*(R) 具有 相间 的 可 约 性 . 

11.11 2 ЕТЕ-9 НЯ сг, 试 求 一 4 电子 置 于 对 称 性 为 С, 的 势 场 中 J= 
5/2 的 能 级 如 何 分 裂 ? 
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第 四 章 “ 群 论 在 有 关 原子 结构 问题 中 的 应 用 


本 章 将 把 前 几 章 的 结果 应 用 于 原子 系统 .主要 是 用 群 论处 理 
对 称 性 ,结合 采用 微 扰 方 法 来 计算 原子 和 离子 的 能 级 ,具体 包括 离 
于 能 级 在 晶体 场 中 的 分 裂 , 电 子 的 静电 相互 作用 , 自 旋 轨道 耦合 对 
原子 能 级 的 影响 ,外 磁场 与 原子 磁 和 矩 的 相互 作用 ,以 及 计 人 核磁 起 


SAI 顺 磁 晶体 中 的 晶体 场 


当 过 流 族人 金属 或 十 金属 离子 与 其 他 离子 组 成 结晶 的 盐 类 
时 ,金属 离子 被 其 它 离子 以 及 水 的 分 子 所 包围 ;这 些 离子 与 水 分 子 
的 排列 往往 具有 一 定 的 对 称 性 . 作为 一 级 近似 , 可 以 把 这 些 离 于 
与 水 分 子 对 于 金属 离子 的 作用 ， 看 成 是 一 种 以 晶体 场 著 称 的 静电 
势 ， 计 人 这 个 晶体 场 以 及 自 旋 轨道 耦合 的 相互 作用 , 将 使 离子 的 
基态 能 级 分 裂 , 利用 顺 磁 共振 可 以 研究 这 些 能 级 的 距离 在 第 二 
2 (52.9) 中 我 们 已 曾 定性 地 讨论 过 能 级 分 裂 ,本 市 将 利用 一 些 上 
章 所 介绍 的 分 析 方 法 来 作 定量 的 讨论 。 为 此 , 必须 首先 写 出 势 场 
的 表示 式 , 然 后 根据 所 考虑 的 离子 的 基态 波 函 数 , 用 人 徽 扰 的 方法 计 
算出 分 裂 能 级 的 位 置 。 本 节 将 考虑 晶体 场 对 能 级 的 影响 ， 我 们 先 
对 晶体 场 进行 一 下 摘 述 . 

在 任何 晶体 环境 ， 可 以 把 由 于 电荷 密度 分 布 po(r ) 在 r 后 所 
产生 的 静电 势 写 成 * 

Уд) = DY) | «Ур 75 уре 
Hi r >r, Ш| re=r, тэл”: Hr? 


пт 


* ТЕСТ ИА KERR >R ЯАВАЛ Е 3 m ЫЕ ЕЯ. 
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设 г < 7 即 离 子 位 于 晶体 中 的 一 个 25 N, 显然 可 将 上 式 写 
成 


ут) = > ну гет) | үлү" уй” 


-03|А4Г Ү(т), (4.1-1) 
larn 


Vr) 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 式 (4.1-1) 是 晶体 场 中 常用 的 方程 ， 系 
数 可 以 通过 实验 和 理论 的 比较 来 确定 。 如 果 晶 体 场 属 于 其 个 点 群 
G, ДУ Vr) 在 点 群 的 作用 下 应 不 变 , 即 V (r) 应 根据 该 群 的 不 
可 约 表示 T 来 变换 。 由 于 球 谐 函 数 Yr) 依 完全 转动 群 О (е, 
8,7) 变换 ,首先 将 D! 写 成 G 的 不 可 约 表 示 的 和 , 并 在 趟 (4.1-1) 
的 求 和 中 只 保留 简约 时 包含 有 TT 的 1 值 ， 然 后 由 V(r) ТЕ ЕС 
的 操作 下 保持 不 变 的 条 件 来 决定 mw 的 值 ,下 面 举例 说 明 . 

| 在 对 称 性 为 O, 的 晶体 场 中 VV 的 表示 式 . 

根据 表 2.9-3 中 D: zk O, 群 的 简约 ,可 以 看 出 只 有 I=0, /一 
4,! 二 6.…- H D 简约 和 中 包含 T。 HT = 0 是 个 球面 对 称 
的 常数 势 , 只 是 对 一 些 能 级 的 数值 上 给 予 一 个 移动 ,并 不 是 我 们 感 
兴趣 的 分 裂 ， 这 种 移动 可 以 通过 原点 的 选择 来 消除 ， 因 此 只 保留 
|= 4，1 一 6 АУД, 值 更 高 的 项 往往 不 必 考 虑 。 下 面 以 1 一 4 
为 例 来 说 明 。 设 

V == r У агҮй (ту, (4.1-2) 


i 二 一 上 


将 ҮГ 表示 成 表 4.1-1 中 的 形式 .， 
84.14 在 直角 坐标 中 归 一 化 的 球 谐 函 数 ( < 4) 
уче 
m ar ne it 
и уе 0 
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23554,1-1 
2015 [3 (х – уу 1 5 Jš z(x + :y) 
yz  /— ,J32 ACT) yis —,|—2. |2 Z TY, 
y ix 8 ri y 4л 2 r“ 
a} 5 13 а(х iy) = JŽ Jš (х + іу) 
У; 二 人 二 下 一 
V 2. \ 5 2 Po Y 4л 8 ғ? 
Ви 13287 322 — у? 
4л 
= = J+ т. (х 一 цэ y: = J JË 2(х + tyy 
4л 5 4л Ч 8 r° 
-1 23 "7. 15 5(х 一 ѓу)? э — - J JÈ Сх tty) + ғу) 
Үй = J EEN r жинд їл NIE 5 


-1 3 Сх — sy)(5z' — ғ?) 
w= ресет 


r? 


— = JZ J Gr 3 - 3,°) 
л 
= -|Z : Jš (х + УУС Cr + ty)(2' — r) 
л 


= “= J 335 (х іу), 
4л 128 ғ“ 


эс 


ya — 9 [35 =z(x — sy) 
: 4л NIE ғ 
和 


-1 — J JŽ (x — (2) (7? — 3zr°) 
16 
yn = J2 A 3555 一 ет + 3r 
7 4л 


Y+ = ан Е es Uz =r) 


--үзг оног 


НЭЭ 35 Сх гуу 
4л ММ “o 
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W Re G, NY, T 变换 ,应 有 


P ,[V.(r)] = V.(R tr) = V.(r). (4.1-3) 
МИЕ 5 1.12 中 的 ô, 8 ЇН 4.1-1 可 得 
Yi ү; 
ү; | гҮ) 
y2 | — Y! 
ү! —{Ү! 
PR Y° | = ү 
ҮГ Үг! 
үү - Үү? 
Үү? - Үү. 
ҮГ! ҮГ 


因此 要 满足 式 (4.1-3) 只 能 保留 YA Y, 及 Үг 的 项 , 即 
И. = [ау + 4Үгч а, Ү, 1. 
然后 ,再 用 和 操作 pey 相对 应 的 算 符 作用 得 


2 Үү 
Yi 
因此 可 将 下 写成 


Y; 

ҮС 

V. = | 6,Үг + aX Yi + Ү, )]. 
略 去 归 一 化 常数 ,可 将 上 和 式 改 写 为 
V. 一 天 [Y4 十 wa(Yi 十 Y)]， 

将 表 4.1-1 所 示 的 Үй, Yi 和 Үс 的 表达 式 代 入 上 式 , 再 用 和 操作 
6,xyz 相对 应 的 算 符 作用 ,由 

PRV. = V, 


Р, 


得 


35 
35а' -- 30222 + а(2х* 一 12222 + 2У') j 2 


| 35 
= 35x — 30д?у#* -+ а(2у* — 122° + 2@) (9 
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(50 
эн (2) ° 
= [+ үрүү), G 
又 ,如 在 对 称 性 为 C;; 的 晶体 场 由 ,可 将 V, 写成 
И. = У АТНҮ (УУ). 
{т 


设 Ca 0-2 8 z 方向 ,用 C, 相应 的 算 符 Pr 作用 上 式 ， 注 意 
到 | 

PrYr(r) = бий ны Yr(r) 
可 知 , 除 非 m = 0, + 3, + 6... 否则 

Аг = 0. | 
再 以 水 乎 镜面 Cer 相应 的 算 符 作用 于 V,, ЧАЯ V. 中 只 能 保留 z 
的 偶 次 项 , 即 要 求 
l — m = %. 
后 面 将 要 看 到 , 如 果 我 们 讨论 组 态 为 4f 的 离子 在 有 Сэ, 对称 性 的 
晶体 场 中 所 受 的 影响 , 则 要 计算 如 下 类 型 的 积分 : 
2222 

其 中 mu 代表 电子 的 ЁРЫН. 由 于 Фи 在 转动 操作 作用 下 按 2 
Жр Уг 则 按 D: 变换 ,因此 除非 

D!@D: = ХИ, 

1-03| <;< 1 十 3 
中 包括 j = 3 А775 Е, {Л 22 , X Ж JW AK НЛ. nj Wk, 
积分 异 于 零 要 求 

| < 6, 

ЕО АСЕН] E ТТЕ ЕНШЕ Е Л, ЕЯ 1 Ú 
为 偶数 。 因此, 当 讨 论 47 组 态 的 离子 在 晶体 场 C3 作用 下 的 能 级 
分 裂 的 问题 时 ,可 将 晶体 场 V. 写成 
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V, = bi t (За — r) + D5 — 302: + 3r) 
+ Ь0(231«* — 3152? + 10522" 一 5r°) 
+ 565(x — 15x'y2 + 15х2у* — уб), (4.1-5) 
鞭 中 将 一 些 归 一 化 常数 并 人 了 系数 07 W. EEDS ШД 
1 = 6 的 项 ,可 将 V, 写成 
3 


у= (вва — rt) 
EDAG 20) + 2 


X (ху? + ху + да + atz? + yz + уә?) 


15 ае}, 
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许多 原子 的 自由 离子 态 往 往 具有 封闭 壳 层 的 电子 组 态 ， 例 如 
MAT Na” 就 具有 类 似 于 握 的 1s2s2ps 电子 组 态 ， 因 而 离子 基 
态 是 逆 磁 性 的 非 简 并 的 's Ж. 但 对 过 湾 族 元 素 和 稀土 族 元 素 而 
BHF 3d, 4d, 5d, 4 和 5 等 内 壳 层 不 满 ， 其 自由 离子 态 就 是 
顺 磁 性 的 税 并 态 。 当 这 两 类 离子 处 于 晶体 中 时 ,如 本 节 开 头 所 述 ， 
Е АЕН К, 离子 基态 能 级 将 产生 分 裂 . 一 般 可 以 用 一 级 
微 扰 理 论 来 计算 这 种 分 裂 ， 即 计算 晶体 场 在 非 微 扰 基 态 波 函数 间 
的 对 角 炮 阵 元 。 对 过 渡 族 元 素 而 言 ,由 于 自 旋 - 胃 道 相互 作用 对 能 
级 的 影 响 小 于 晶体 场 的 作用 ,而 后 者 又 比 不 同 LS 杰 之 间 的 能 量 间 
唱 小 ,因此 仍 可 将 LS 看 作 好 的 量子 数 ， 换 言 之 ,可 取 |LSM LM s》 
ERRER AR L, S, Mrs Ms 分 别 代表 总 角 量 子 数 , 总 自 旋 量 
于 数 以 及 总 轨道 角 动 量 、 总 自 旋 角 动 量 在 z 方向 投影 的 量子 数 .在 
这 种 情形 ,需要 计算 的 是 算 阵 元 

AE = (LSM, IM s|V.|LSM,IM:). 
由 于 晶体 场 У.Х НЖЭВЖОЭГХЛЕН!, E Ku] {Б 
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АЕ =(LM,LIV ILM}. (4.2-1a) 
对 稀土 族 元 素 身 言 ,由 于 这 类 元 素 原 子 量 较 大 , 自 旋 -轨道 相互 作 
用 比较 强 , 其 对 能 级 的 修正 一 般 要 比 晶 体 场 的 影响 大 得 多 .在 这 种 
情形 ,总 角 动 量 及 其 投影 的 量子 数 J, Mj 是 好 量子 数 ， 妈 我们 应 
选择 总 轨道 角 动 量 和 目 旋 角 动 量 的 耦合 表象 ， 取 能 量 最 低 的 
ЈМ у) 态 作为 离子 的 基态 零 级 玻 函 数 , 从 而 计算 息 阵 元 

АЕ = (JM УМ). (4.2-1b) 
以 上 两 种 情形 ,就 矩阵 元 的 计算 而 言 , 其 实 并 无 原则 上 的 差别 。 由 
上 节 我 们 看 到 ，Fr) 对 角度 的 依赖 关系 可 展 成 球 谐 函数 ,而 角 量 
子 数 为 /的 球 谐 活 数 在 转动 操作 作用 下 的 变换 性 质 与 ! 级 不 可 约 
张 量 算 符 相同 ， 因 此 , 为 了 计算 式 (4.2-1) 所 示 的 忠 阵 元 ,我们 可 
以 应 用 Wigner-Eckart 定理 。 首先 一 般 地 设 Tu 和 Gh 分 别 是 
不 同 的 工 级 不 可 约 张 量 算 符 的 某 个 分 量 。 根 据 Wigner-Eckart 定 


FE, 
(лт, Рат) = Аи АТЧА), 
(Jim | Gh |727 ) = Али (16515, 
(т, | В| т) = (ат | Gul hm) «АЧУ 193 
AIDA 
如 令 
нэ ОТ ЧД). 
41121233 
则 得 


(im Th| hm) = a( iim | б\т»), 

这 里 字母 ; 代表 任何 角 动 量 量子 数 .上 式 表明 ,具有 相同 变换 性 质 
的 不 可 约 张 量 算 符 企 - 与 G7 的 矩阵 元 成 比例 ， 如 果 ¿t 的 和 矩阵 元 
容易 计算 , 上 式 就 给 出 了 一 种 计算 ТЭ 矩阵 元 的 方法 。 我 们 称 G7 
为 人 的 等 价 算 符 ， 显然 ,等 价 算 符 的 概念 是 Wigner -Eckart 定理 
能 直接 结果 . 

很 容易 证 明 ， 所 有 的 矢量 算 符 都 是 等 价 的 。 8ШАЖВНТ 
意 两 个 矢量 算 符 ， 根据 $ 3.8, 它们 的 分 量 可 以 各 自 组 合成 一 级 不 
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и] ФК а Ж „Ж Tu Л GV: 


T. 一 Ås, ТМ = + (Á, +;Á,); 
/2 

00-08, Ĝu = +Í (D. +;iB,), 
А/ 2 


及 之 ， 矢 量 算 符 的 分 量 也 可 用 一 级 不 可 约 张 量 算 符 的 线性 组 合 表 


А, = (Ф В), А,= L +) A= Ф; 
2 


V2 V 

A 1 К | N ; 

B, = = (Са — Gi), В, = (с, + G!), В, = 0! 
V 2 V 2 


由 于 在 转动 操作 作用 下 , 按 式 (3.8-9) T), 55 GL, 有 完全 相同 的 
变换 性 质 ,根据 Wigner-Eckart 定理 ,当然 是 彼此 等 价 的 ， 因 此 А 
和 局 也 必 相 互 等 价 ， 可 以 建立 起 À +В 的 等 价 关系 ，a 则 为 
相应 的 比例 系数 ， 上 面 的 讨论 说 明 , 矢 量 算 符 作 为 一 级 张 量 算 符 ， 
其 分 量 可 以 写成 一 级 不 可 约 张 量 算 符 分 量 的 线性 组 合 . 一 般 而 言 ， 
L 级 张 量 算 符 的 分 量 也 可 写成 工 级 不 可 约 张 量 算 符 分 量 的 线性 组 
合 ， 因 此 不 同 的 同 级 张 量 算 符 之 闻 也 可 建立 起 一 定 的 等 价 关系 ， 
对 于 晶体 场 对 顺 磁 离 子 基态 能 级 的 微 扰 问题 ， 由 于 晶体 场 展 
式 中 的 每 一 项 都 是 球 谐 函 数 和 r DER, 而 球 谐 函 数 又 均 可 


写成 =, = 及 — 等 的 乘积 及 乘 宕 的 组 合 。 它们 都 可 看 成 某 一 张 


量 算 符 的 分 量 , 因 此 为 了 计算 晶体 场 对 离子 基态 能 级 的 分 裂 ,我 们 
希望 找到 *, уул 及 其 乘 寡 的 等 价 算 符 。 由 于 基 矢 为 角 动 量 算 符 
的 本 征 函数 , 倘 如 能 将 角 动 量 算 符 选 作 等 价 算 符 ,无 疑 将 会 给 我 们 
带 来 莫大 的 方便 

实际 上 ,位置 矢 量 r 和 角 动 量 算 符 J (aR L, 以 下 统一 以 J 了 作 
代表 ) 都 是 矢量 算 符 , r SI 的 分 量 都 可 按 $ 3.8 所 述 ,以 相似 的 形 
式 构成 一 级 不 可 约 张 量 算 符 ,因此 (x + iy), z URENA, T 
直接 用 Ла, J. 及 其 宕 作 等 价 算 符 。 例如 ，(x 十 р) 的 等 价 算 特 
就 是 1, 但 对 其 他 情形 ， 则 必须 计 及 角 动 量 分 量 的 对 易 性 质 才 能 
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找到 正确 的 等 价 算 符 。 下 面 我 们 以 立方 晶体 场 为 例 , 来 说 明 如 何 
在 量子 数 J (81) 为 常数 的 前 提 下 ,将 晶体 场 表示 为 等 价 算 答 . 具 
2536 1 = 4 的 项 , 即 取 


— F 


Г 5 
V, == rt | Y; 十 YZ + Y). 


_ v= 2 35 (z+ 2 
Шш 128 А 

ү = /2 35. (х 一 0) 
$ 4л V 128 六 


, -dè 1 352" — 302272 + 3° 
| і 4л V 64 r: ? 
和 Y! 中 的 (х + у), ТАВРЕ (J, Hi), ЯП (xz — šy)' 等 
ТАА (J, — iJ). HT Yi 情况 比较 复杂 , 必须 使 用 角 动 
量 的 对 易 关 系 * 


由 于 


Ј.Ју 17655417: 

Ј,Ј. = Ј.Ју 55437: 

JaJa — J.J, 5543. 

下 面 我 们 对 Y4 中 的 各 项 分 别 进 行 讨论 : 
(а) z 一 Jz. | 

(b) re = ж?г? + уе + Z, WT х 我们 必须 先 写 出 它们 
шашин | 


Pr 一 一 1 (222 + zr? + хехе + хайх + хех + zxxz), 
6 


НИКИ 
ха? 一 > — САА + RR HISS EIJI, 


ИИО (4.2-2) 


* Ж а ЭХ О 7,» Jys J, 等 均 看 作 无 量 纲 的 算 符 ? 即 为 通常 的 角 动 重 算 符 
用 ñ ER. 
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LERE ЕВУ ЛНУ ИЕТ” Л КЫНА с Ж 
得 JJ J J, = iy + J.J.)J, = 122,2 + АЈ, 
144442, = J,J,GJ, + JJ) = i dy + 3445» 
= ;J.J,Jy + il Jya + ЛЛ | 
== iJ (JJa — iJ,) + iJ,JyJ, + ЛЛ. 
= 217,7), + Л + ЛЛ, (4.2-3) 
47401, == 10171, — 1),) == ЛЫМ — 122, 
= J Ja — iJ (Tdy — il+) 
= J Ja — ilI Ja + iJy)Jy — iJ}] 
== JJa — ilJ Jys — iJ) + iJ} — iJ}] 
= Ј2Ј5 — 1],],], — + PB — J (4.2-4) 
7:7:1.1 4 = 41514 — iJ») 
= JaJa — ilaJ] — Ja + Jy — J 
— iliy + JeJa)Jy = PJP. — iJzJyjz 
— J, t+ Ji J, + J, — i],(J,], — ij.) 
= J.J]: — 2:].],], — 2]: + 2, — Л. 
(4.2-5) 
将 以 上 各 式 相 加 ,得 
бш (ЗЛ + 3 28 +3) — 24), (82-64) 
同 理 


уі -> = (Pp + 3J} + 3J} — 2J} — 2), (42-65) 


а -> = 16/1 + 302 — PY + 30р р) 
+ J; + P, 4р) | 
= = [6J(J +1) + JQ + 1) — 5/1]. (4.2-6с) 
(с) 
r == (x2 у 4 z2:)(x2 + 12 + е) 
= x* + y` + я + 20у + уе + z`x?), (4.2-7) 
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ЯП СЬ) 中 的 证 明 相 似 ， 并 考 丰 到 我 们 的 目的 是 要 计算 等 价 算 符 在 
Js М, 表象 中 的 赴 阵 元 ,可 以 得 到 


дун 3 用 十 3 有 天 一 JOJ +1) +51, (4.2-8) 
利用 式 (4.2-8), (4.2-ба) 和 (4.2-6b)。 可 以 得 到 
六 一 二 3 二 3 
HIRR +30) +3BJ] + Д1 + J + J 


+ A [—2J(J + 1) +50} + J + J})) 
->| PO + 18-10 + 1)|. (4.2-9) 


А, 9 35а 一 3022р + 3r 相对 应 的 等 价 算 符 为 
351, 一 [30J(J + 1) — 2515 | 
— IJO + 1) + 3J(J + 121. (4.2-10) 
H РАА 8 08 КАН), 41101520 sN ЕЕЗ, 0 
е НЕ О, ГЕ p EC БАЯН, 
例 Ce(C,H,SO,), - 9H,O Ж Ce 离子 基态 能 级 的 分 裂 ， 
这 个 起 类 的 结 而 其 有 C3 ЧК, Се 属 稀土 元 素 ，Ce A 
满 的 电子 这 技 只 包含 一 个 入 电子 ,能量 最 低 的 组 态 只 有 一 项 F. 


在 自由 离子 态 时 ， 由 于 自 旋 轨道 耦合 这 个 能 级 分 裂 成 J= 2 与 


J = т 的 态 .根据 固体 物理 中 曾 介绍 的 Hund EN, J 一 > 能 
量 最 低 。 这 两 个 能 级 相距 为 2000 cm~!， 而 由 晶体 场 产 生 的 分 列 
约 为 200 cm-!, 可 见 晶体 场 的 影响 远 比 自 旋 - 轨 道 相 互 作用 弱 , 因 
此 可 以 用 V, 作为 微 扰 在 总 角 动 量 表象 中 计算 能 级 的 分 裂 ， 当 然 ， 


严格 说 来 ,必须 将 所 有 的 14 个 态 (J=, 12-83, J. = + 


, J. = +>) 组 成 线性 组 合 , 同 时 计 和 人 V. MARINAS, A 


kia E. 但 是 ,这 种 计算 过 于 繁复 , 这 里 我 们 用 徽 扰 理 
论 来 计算 。 由 式 (4.1-5) 有 | | 
V, = b + 610322 — р) 4 Ь%(35* — 30,5 + 3") 

十 60023125 — 3156727 + 105r? 一 5,5) 

+ bx — 15х'у* + 15у — 38), 
如 是 个 常数 项 ,其 作用 是 使 每 个 能 级 有 等 量 的 移动 , 故 予 略 去 . Е: 
于 我 们 感 兴趣 的 是 阵 元 具有 了 形 云 

(3. M |V.| > M y 

如 果 V. ҮР 的 项 , 则 Yzbsy му 应 根据 

рр? — DrD r puna p puap px D?” 
变换 ， 在 上 述 简约 中 并 不 包含 р, IÑ k V, H bs ТН bs 两 项 的 页 


RAF ,因此 只 需要 考虑 
V. = 090322 — rD + Ь(35а' — 30222 + 355) 


3z? 一 六 的 等 价 算 符 是 ЗЛ 一 Г, wR SRTR DIA 


数 用 < 表示 , 则 可 得 
(29 М ,|3z° шин "| > M)) 


HU 59 |o 


= (3, M laJ? — P) 2, м,) 


| 2 


I | 
nM + Н 0. H ауа 
2 2 5° 2207 
= + ., А +2 a (33 — ЭН +5) = 10е, 
2 » 4/12 2 
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下 一 步 还 要 计算 。 我 们 考虑 / = 2, М, -3 Ж. ЊЕ “Е 


项 对 应 上 一 3, 3 一 过， 可 将 波 函数 12, 2) 11 通过 矢 
燃 系 数 表示 为 | 
Фи 43 
Жа 代表 自 旋 函数 ， 
根据 Clebsch-Gordon 系数 的 表 ,可 得 


5 то 
ps: == | 7 Фыйх-2 V7 Фә КҖ» 
(3-3 2 |3 nip 
2 2 2 
1 1 | 
= »2 3258-1312, 2) 
6 1 
эн — -— |32 — r’|3 – 1), 
8 (3, 230 na, — 1 


这 里 我 们 用 简略 的 符号 代表 非 耦 合 表 象 让 函数 : 
| 1). а 
2, Фог 


-A 
шы 


1 ps2X33 + 43 3-3 фь 3-3 


ы 


зушы 
在 L,S,L,, S, 表象 中 也 用 等 价 算 符 ,并 注意 到 工 = 3, HJ 
(2,4-13:2 — 12, +) = (2, IGL- L12) 
= (3.4 —3.4) = 0, 
(3, — 1132—13, - 1) 
= (3, - T I6GLI— LD)13,— 2) 


= 0(27 — 12) = 158, | (42-11) 


6 -e 9 
0а = — X [27 а = — P, 
7 8, 28 


. 302 = 


最 后 必须 计算 6. 
1 


3, — — } == Е r )sin’ өг" 1, 
2 17 


式 中 ( ，) 代表 自省 函数 ха а. REX 


(3, _ 1 603—913, 1) 
2 2 


р | Firidr | sin° Ө(З3соѕ ‘9 — 1)ѕіпӨ · 40 
— J _ 


| F’r'dr |; сіп°Ө sin 940 
0 0 


= — 4 bir, | (4.2-12) 


2. 
3 


r EE 4f 态 一 的 平均 值 , 由 式 (4.2-11) 及 (4.2-12) 得 
2 


в = — ss т, 
_ 9 _ 9 | 3 073 | 2 о | 
œa = 一 == 一 ~ 一 一 一 Ё = — — $ 2 4.2-13 
7 7\ 450°” 35 7 
同 理 , 也 可 求 出 64(35z” 一 30222 + 3r) 的 页 献 , 结 采 列 于 下 表 . 
Жо 4.2-1 
双 重 Ж 能 Ш 
М, 
+. - Sa + 27 
+5, - 24 — Зу 
t2 0а + 7 
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从 上 面 可 以 看 出 ,在 本 例 中 ,如 略 去 bss HH 
V. = b5(3z: — 2) + Ь%(35&' — 3072272 十 37), 
AAEREN ЕСЕ, =] ЯИК # ЕПА 
bi32 CO— 7 ) > a(3J: — 1). 
通过 计算 ,a = 一 +ç Br, 因此 常 把 з 一 ?与 3 及 一 J 的 等 
价 关 系 形式 上 用 等 式 
32 — r = a'r — P) (4.2-14) 
ER, @ 的 值 随 离子 的 性 质 而 异 。 同 理 ， 我 们 还 可 类 似 地 写 出 如 
下 一 些 第 用 的 等 式 : 
35g4 — 30%! + 3r' = B'r E35] — 30J(J + D 
+ 253 — JJ + 1. + 3P(J +17]; (4.2-15) 


X +y + — Š 
| 5 
= влада L JQ + DGP+3J— 1) 


= z [357 — 30J(J + 1)J: + 253 — 6J( J + 1) 


+ 3P + 1] + == [ P) + J]; (4.2-16) 
х* — 6x2y2 + y = " в' С], + Л.); (4.2-17) 
хуу — ху? = — БҮЛ — JL); (4.2-18) 


5(57- 313°) = TETI + J3) + (J: + J2.3J.1; 
(4.2-19) 

eO? — 3) = E АД А) + (QJ) DA. 
(4.2-20) 
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对 自由 原子 这 一 多 电子 体系 , 苦 定 谓 方 程 是 多 电子 的 方程 , 哈 
ФИЛЕ 
-一 上 vit V(r) + 2 У 


р fii 
== аа уай, f (4.3-1) 
,一 一 +V(r) 是 第 i 个 电子 ,在 核电 荷 为 Ze 的 原子 
核 势 场 V(r;) = 一 经 kuqa aski ñ, = - Уй, 
式 (4.3-1) 的 最 后 后 -项 让 一 一 2232 -是 电子 之 间 的 库仑 相 互 作 


H. i wi(71) 是 不 计 电子 间 相 志保 用 的 第 1 个 电子 在 对 轨道 的 
WAR, X0) 为 第 1 个 电子 的 自 旋 函数 ， 可 将 单 电 子 波 函数 写 
А | 

ф,(1) = ф,(т:)Х.(0):), 64.3-2) 
[= (м, о) 代表 第 ! 个 电子 的 空间 和 上 自 旋 举 标 。 式 (4.3-2) 类 型 
EARRA FREZE M: 


110202 = 8, 


- atan УЭЕНСЭГТСЭ 


== 717727 (4.3-2) 
ХЖ АЈ Р Ж 2, 由 于 电子 满足 Fermi-Dirac 统计 ， 可 将 
写成 
pi(1)p:(2)…ep(CN) 


1 ф:(1)ф:02): ° -p,( N) 
Ф(1,2--Х) = >]; . (4.3-3) 
' . 


lpn(l )p (2): p (N) 
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上 述 疲 函数 满足 费 米子 波 函 数 的 反对 称 要 求 , 即 交换 两 个 粒子 时 ， 
波 函数 将 变 号 . “如 果 有 两 个 电子 具有 相同 的 态 o) = pk), 
子 体系 的 能 量 ; 应 当 计算 式 (4.3-1) 的 哈密 顿 算 符 姑 在 行列 式 波 函 
数 式 (4.3-3 ) 之 间 的 矩阵 元 。 在 这 类 问题 中 , 往往 实际 上 需要 计算 
M FAAET AAMT AWA | 

) (СА1Ё1В)- |. | or CD)EDC Br... dey, ФОА) 代表 
行列 式 波 函数 ,可 将 其 写成 反对 称 的 乘积 : | 
| PCA ) = СУ ) ° 2, (-1 УффФ(А) = А{а,(1 Ja Q)": "a (NY, 


式 中 a, 代表 第 i 个 轨道 与 自 旋 函 数 ， | 
| ФС) = a(1)a,(2): "a (N) = = Па G), 1 

$ 是 排列 算 符 ， 其 作用 是 将 ali) шилд p 次 置换 ,例如 4 ni 

列 式 波 函 教 中 有 一 79% мэ 


OŠ al Ya (Da G3)a/(4) нэ " 
Ёл . 


就 是 由 
81264349 дэв .. 


Z 
作 3 次 (p 一 3) 置换 而 得 。 一般， 各 行列 起 阶 数 为 N， Д Ун 


及 所 有 可 能 的 М! 种 不 同 的 置换 方式 ， 答 与 行列 式 展开 得 М! 项 相 
f. 
如 算 符 

| | f = 2 IOa. Р | 
ХОГОО GR mi е, RERTE ;个 电子 的 空间 及 自 族人 
标 ， 则 在 行列 式 波 函数 @(4) 及 ФВ) Z ИР Л, 81252) 


(4|ЁЦВ) = (М!) 2, > > (一 9254 
х реа PB dr dr 
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旭 ó = Ёс, 这 里 按 定义 设 А1) = all); Ba 2) = ау: 


Фла, (1) = а); 5361, 2, 
PPA) = ф[а,(1)а,(2)а:(3):· ·] 
= ра, (1 )Ва,(2)ра,(3)-- - = a(1)a(2)a(3): °, 
ИП 六 只 作用 在 态 的 指标 上 ,因此 上 述 积分 可 简化 为 
(A|É|B>= (Муу? 2, 2, 226 924 


x E paž (1PC Jdr + [ Bar CF Gi)de, 
X | рар), | 


ДЕН (4.327) ЧО Ва ЛЕ ЕСКЕ ЗВ адд, й зне 
算 符 IO 的 项 而 言 , 只 有 当 far = ВБ, (К ° i) 时 ,该 项 才 可 能 
不 为 零 . 由 此 我 们 可 以 推论 ,为 要 使 矩阵 元 《41F1B3》 异 于 零 , 在 
Ф(4) 和 OC) 两 个 行列 式 波 函数 各 自 包含 的 六 个 单 电子 波 函 
数 中 ,至少 要 有 (N 一 1) 个 是 相同 的 。 换言之, 如 @(4) Яп Ф(В) 
中 有 一 对 以 上 的 不 同 的 被 占有 的 轨道 和 自 旋 函数 ， 则 必 有 
(A]F| B) = 0. 

如 Ф(А) 5 Ф(В) ZEAR, ДХ Я120 

(41814) = (мр > 5] Араа 


ООЛО, | ба ОМ )фаүСМ )дту. 


对 于 某 个 足 标 i 而 言 ,在 《N1) 个 排列 算 符 中 有 (N 一 1)1 个 是 使 
其 置换 到 相同 是 标的, 计 人 单 电子 函数 的 正 一 性 ,上 式 简化 为 : 
(AIF|IA) = SYN-AN— 1)! Vy 02022022 
i À 


由 于 积分 号 后 面 的 i 只 标志 积分 变数 ,并 无 重要 意义 , 送 可 得 
(AF14) = 2 У) Хаж, 
:-1 4 
= > ааа ама, 
k=l | 
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KEE k AIE i, ДИЗ 
(41814) = У (а а), (63-4) 
式 中 
(аЛа) = Ё ¿FGK а. 
GD 0-3 gG, D Win >' = 
(41д1в) = (ту 27 У) 22 (= iy” | pat (PBC Jdr 


x <] да22Э85,(2)4г, 

-e fpa Cipa? EC, IJP LCP LI dridr, 

5 ВоамМУР” bn(N )4тх. 
HERT 《A411B》 的 讨论 类 似 , 只 有 当 pat = ВБ, (k = i, j) 
NEARTAN 20, 1) 的 积分 才 不 为 零 。 由 此 可 见 , 在 @C41) 
和 Ф(В) 的 各 自 N 个 单 电子 自 旋 轨 道 函数 中 至 少 要 有 (N 一 2) 
Аа, ЖЕЕ Ра, 换 句 话说, 在 Ф(А) 和 
Ф(В) 中 如 有 两 对 以 上 的 轨道 和 自 旋 函数 不 同 , 则 必 有 

(4|018)»-0, 

同 理 , 可 得 G 的 对 角 元 


(4114) = > (аак), 2) (1) (20е 
К>: т] 


-Ц дажажа, 22 аде. (43-48) 


利用 上 述 结果 可 由 行列 式 波 函数 和 式 (《4.3-1) 来 计算 系统 的 能 量 . 
ж Ф 14—87, Д! | 
Е = | Ф“НФадг,аг,Ат, 559 4гн 
== |o > Н,Фас,ат: ° * ату 
十 二 | ф* У 上 gdrdr drw， (4.3-5) 
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式 中 累加 DY 表示 不 包括 = j 的 项 ， 利 用 式 (43-48) 和 (4.3- 
1b), 8 


Е — > | фФ*(1)Й,ф,(1)4х\ 
+ 2, > AAOS q (1)ф,(2)4т,4т: 
一 | ӨМӨН) Өөр (Dana, |, (4.3-6) 


由 于 应 中 不 含有 自 旋 变 量 ， 也 不 含有 о, ЖП о, 则 得 


12 


N 


Ё = 2 | 220708, т), 


£ =] 


EA D Ур т) Фаст) е) dr; 
í і 12 


_ p > > | pAr pt (Cr,) (4.3-7) 


自流 平行 


在 上 式 中 只 保留 了 轨道 坐标 ， 第 一 项 代表 NN 个 独立 电子 在 势 场 中 
运动 的 能 量 之 和 ,第 二 项 是 电荷 ~el r) 5— е[фСт) 1° 的 
库仑 相互 作用 能 量 ， 第 三 项 则 为 由 于 电子 体系 服从 泡 利 原理 所 引 
和 的 交换 能 量 , 是 用 反对 称 波 函数 的 必然 结果 


54.4 Russel-Saunder 耦合 能 量 的 计算 


一 般 而 言 , 对 原子 或 离子 体系 ， 如 计 人 自 旋 -轨道 耦合 , 在 式 
(4.3-1) 的 哈密 顿 量 中 还 应 加 上 一 项 代表 自 旋 -轨道 相互 作用 。 除 
去 重 原子 外 ， 通 稍 这 一 项 的 影响 要 比 电子 间 的 库仑 相互 作 用 小， 
如 在 极限 情况 下 , 自 旋 -轨道 相互 作用 与 静电 相互 作用 相 比 可 以 忽 
略 , 则 称 为 Russel-Saunder 耦合 情形 ， 在 此 极限 下 , 就 角 动 景 耦合 
而 言 ,个 别 电 子 的 轨道 角 动 量 4 耦合 成 总 扫 道 角 动 量 忆 ,而 个 别 电 
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子 的 目 旋 角 动量 s; 则 耦合 成 总 自 旋 角 动 量 5, 然后 ,就 能 由 上 , S 
决定 相应 的 谱 项 ， 

本 节 我 们 首先 略 去 彼 旋 -轨道 相互 作用 .。 ИЖИЛ ЯФ 
电 祖 互 作 用 的 简 并 行列 式 波 函数 作为 零 级 近似 波 函 数 ， 采 用 微 扰 


方法 计算 Russel-Saunder 而 合 情 形 的 谱 项 能 量 , 即 DE 导致 的 


简 并 性 的 分 裂 。 然后, 在 此 基础 上 著 虑 自 旋 -轨道 相互 作用 , 再 一 
次 采用 微 扰 理论 计算 其 对 原子 能 级 的 影响 . 
为 此 ,首先 号 出 零 级 近似 波 洋 数 . 对 于 满 壳 层 , 这 个 问题 比较 
简单 ,例如 对 于 6 个 P 电 子 的 系统 , 波 遂 数 可 写成 
_ 1 
“Уб 
pir )a(1) p(r,)e(2) pr)a(3) pi (т.)9(4) p((r,)a(5) р.()аСб) 
Раст. 2861) р‹бт,)8(2) р.(ғз)8(3) proBC4) pó(r,.)80(05) р. ()8(6) 
| ре(Үу)4(1) por aC) ро(т3)а(3) prali) polrs jal 5) 9о(г52606) 
p (r DECL) polri)BC2) ро(ғ)8(3) ро(ғ.)8(4) polrs)B(5) polrs)BCON 
p-i(r.)a(1) р-.Ср,)а(2) p- (r )ae(3) р-1 Сү, сс (4) p- (r,)a(5) p-iCrejaC6) 
Р.-4(8:38(1) р-1СЕ:38(2) р-,(т,)8(3) p-r ABCA) р (r.)8C5) р- (6866) 
(4.4-14) 
ЖЕ ЕВУ ГУЛЕ, 
Ф = (1+ 17 0+ 0- —It — 17), (44415) 
式 中 的 1, 0, 一 1 代表 磁 量 子 数 的 值 。 在 此 情况 下 ， 各 轨道 只 可 
能 有 一 种 被 占有 的 组 态 ; 反之 ,如果 有 两 个 不 等 价 的 P 电子 ,例如 
2p3p， 每 一 个 P 电子 都 可 能 有 $6 种 不 同 的 轨道 ,因此 一 共有 36 个 
组 态 , 即 零 级 近似 波 了 水 数 应 为 36 个 行列 式 设 函数 的 线性 组 合 ， 对 
于 两 个 等 价 的 P 电 子 , 例 如 2p ,可 有 Сї = 15 种 组 态 , ERW 
ЇЕ 2) 15 个 行列 式 的 线性 组 合 。 显然 , 这 个 问题 相当 复杂 ， 
因此 下 面 将 介绍 如 何 应 用 和 角 动 量 的 性 质 对 间 题 进行 简化 ， 


4.4.1 根据 角 动 量 简化 久 期 方程 


我 们 知道 ,根据 量子 力学 ,总 轨道 角 动 量 算 符 在 z 方向 的 投影 
L: 与 式 (4.3-1) 所 示 的 哈密 顿 算 符 A hig A 对 易 , 但 是 ,即使 哈 
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密 顿 算 符 中 包含 电子 之 闻 的 静电 相互 作用 А, АЬР, Ч, 
物理 意义 是 ,因为 对 原子 体系 而 言 电子 之 间 的 相互 作用 是 内 力 ,不 
可 能 改变 体系 的 角 动 量 。 因 此 得 | 
ЇЙ — BÍ, = 0. (4.4-2) 
另 一 方面 ， 由 于 在 不 计 自 旋 - 轨 道 耦合 的 Russel-Saunder 情形 , 哈 
密 顿 算 符 站 只 包括 轨道 部 分 ,因而 也 与 Š, 对 易 , 5, 是 电子 总 自 旋 
AJET: 方 同 的 投影 ， 
| Š ñ — Аё, = 0. (4.4-3) 
选择 В, 的 本 征 函 数 , 即 以 《MLMs) 标记 的 非 微 扰 行列 式 波 函数 
мом, ын | М,М:7, J 3 90 Ж 2 , Il) 
| MMs) = M |M IM, 
5, М,М:) ын M sh| M.M >, 
由 式 (4.4-2) 可 得 
(L,H АЇ z )м,Момцэмү = 0, 


> (Ї.Эм,м, умму, Аму »му мум, 


— Éu, Mo MyrrMsr È Mi Mo эму Mo = 0, 
HF Ë, EHAR, 
CD MoM, оме = M LÖ M, м, GMA 5 
故 得 
(M, ин M1) Py, msm м, -0, 
即 只 有 M, = M,, Bf 
Ны,мум, My < 0, (4.4-4a) 
i М. Mv, HI 
Нм, мемумұ == 0. (4.4-45) 
вээ, KEA Ms = M, 时 Ны, мум му эе 0, ВЕД T E 
量子 数 Me Ms) 不 同 的 零 级 波 函数 之 间 和 矩阵 元 为 零 . 由 此 可 
见 ,如 果 我 们 在 非 微 扰 六 画 数 表象 中 写 出 求解 能 量 的 人 期 方程 , 实 
际 上 对 每 一 种 《Mrz， Ms) 组 合 都 得 到 一 个 独立 的 人 期 方 柱 , 这 就 
使 人 期 方程 的 阶 砍 大 为 降低 ， 
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ж 4.471 


19 


Lla 1% |e 1% Lia -I 
|е 一 | т! wa [еч 一 | 
一 一 一 一 © = 
© © © © © с 
- © = | 一 со 
一 ын 一 一 © © 


— |с | — | | 
| | mjn mjo 
= = єо со 


С? З Dr. Hi- 


图 4.4-1 
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如 以 12р HBl, Mr, Ms 的 值 如 表 4.4-1 所 示 。 从 表 中 可 
看 出 , 一 共有 12 个 零 级 近似 的 波 函 数 ， 久 期 方程 将 有 12 行 和 12 
A. 根据 以 上 的 讨论 ,可 分 解 成 9 个 久 期 方程 , 如 以 Фим, = Фи, 
фи» Фаз Физ Фиэ Фп 为 基 ， 每 个 久 期 方程 是 一 维 的 ; 如 
以 pos Фо, Po 为 基 ， 每 个 久 期 方程 为 2 维 的 ， 即 将 12 维 的 久 
期 方程 简化 成 6 个 一 维 及 3 个 二 维 的 久 期 方程 。 根 据 角 动量 耦合 
定 则 工 的 值 只 能 是 1, 而 5 的 值 则 可 能 是 0 与 1， 因 此 1s2p 耦合 


O CHL) 是 中 和 于。 以 二 作 微 搞 计算 ,所 得 的 结果 也 确实 才 


明 , 由 于 两 个 电子 的 静电 相互 作用 , Ж Ж ls2p 分 裂 成 能 量 不 等 的 
两 个 谱 项 'P 秋 ， 如 进一步 计 入 自 旋 -轨道 契合 ， 厌 合 后 总 态 将 
分 裂 成 3 个 能 级 ， 如 图 4.4-1 所 示 。 下 面 我 们 再 男 以 nP ABO 
15 行 、15 列 的 久 期 方程 的 简化 为 例 , 具体 介绍 如 何 作 电 子 闻 的 着 
仑 相互 作用 的 微 扰 计算 . 将 (M1, Ms) 的 可 能 值 以 及 相应 的 非 微 
扰 零 级 行列 式 波 函 数列 于 表 4.4-2， 从 表 4.4-2 可 看 出 ，15 x 15 
的 久 期 方程 可 简化 为 8 个 一 维 , 2 个 2 x 2, 以 及 一 个 3 x 3 BJA 
期 方程 . 根据 角 动 量 耦 合 ор 的 工 值 为 2, 1, 0, S= 0,1, 但 对 于 
DÆ (L = 2), 根据 泡 利 原理 只 能 是 5 — 0， 因 此 只 有 'D. 同样 
可 以 证 明 ， 也 只 能 有 Ss 二 1 的 P 态 和 5 一 0 的 Ss 态 ， 也 就 是 说 , 
对 于 zj， 共有 三 种 组 态 D, P R'S, | 


表 4.4-2 


(15-12 


1 (15:09) (1t 0X17 0+) 
0 (18-18) (+ 15017 —1+)(0%+ 0) (1- —1-) 
— 1 (08-15) (07 —17) 


(0t 一 上 多 人 —1%) 


(-15--1) 
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4.4.2 Slater 求 和 定 则 
当 用 微 扰 理论 求 简 并 态 的 能 量 时 ， 要 涉及 到 解 由 下 式 给 出 的 


久 期 方程 : 
Hı — Ë H, ...... Hiw 
Н» Н» - Ё Ну 
Н, H, Н; — Е Н,, = () (4.4-5) 
Hyi Haz "77 Hyny — Ë 


求解 式 (4.4-5) 的 过 程 , 实际 上 就 是 矩阵 对 角 化 的 过 程 ， 也 就 
是 将 表象 基 矢 由 行列 式 波 函 数 经 么 正 变换 到 (LSM LM s) 表 象 去 的 
过 程 ,由 于 么 正 变换 不 变 和 矩阵 迹 ,如 式 (4.4-5) 的 解 为 Бу» K=1,2, 


"“"» N, 则 有 
>На = Х.Е. (4.4-6) 
k К 


常 把 上 式 称 为 Slater WRAAE. ЯЛЛ" 81) rr 42 Z He 
计算 出 电子 间 的 库仑 排斥 对 原子 能 级 的 影响 ， 然 后 便 可 进一步 计 
算 自 旋 - 轨 道 耦 合 的 修正 现在 我 们 将 Slater 求 和 定 则 具体 应 用 
于 组 态 nb. | | 
由 表 4.4-2 可 见 ， 对 ML = 2, М; = 0 的 情形 , 求解 能 量 的 

久 期 行列 式 是 一 阶 的 ， 因 为 只 有 一 个 零 级 波 水 数 (lt 17) 与 
М, = 2, Му--0 Ж. 此 外 , (1717) 也 就 是 只 谱 项 的 非 徽 扰 
太 , 和 应 于 工 二 2,，5 = 0, М, = 2, М; 一 0， 此 时 式 (4.4-6) 
即 为 

ЕСр)--Ну-(11171811717). (4.4-7) 
同 理 ， 行 列 式 波 函数 (1+ 0+) 也 就 是 P AMOER., 相应 于 
L=1,S=1,M,=1,M;= 1, ШМ(4.4-6)348: 

ECP) = H, = (1"0“1й1707). (4.4-8) 
WRS ği (L = 0,5 = 0, M, = M; = 0) ЮВЕ, 我 们 注意 
到 , 在 表 4.4-2 中 有 三 个 行列 式 波 函数 (1 -1:),) (17-17) A 


° 314 + 


4 111356 et 


(07: 0) Е М, = М; = 0, 因而 与 之 对 应 的 哈密 顿 忠 阵 是 3 维 
的 。 9—58, RAGS О, PRIS 三 个 谱 项 中 的 每 一 个 都 有 
Mi = М; = 0 ж. 换言之 ， 这 三 个 态 中 的 每 一 个 都 与 上 述 三 
个 行列 式 线性 相关 .这 样 ,由 Slater 求 和 定 则 得 
ECD) + ECP) + ECS) = T,(3 х 3) = > Н, (44-9) 
其 中 Т,(3 x 3) 代表 3 维 定 阵 的 迹 : 而 
Н, = (1*—1-|Н4|1*—17)у, 
Н,-417-1"|Н117-4173, 
Н, = (0*07 |H|0*07), 
[КИП 
ECS) = X) Hy — ECD) — ECP), 
由 此 可 见 , 根 据 角 动 量 耦 合 定 则 ,我 们 将 一 个 35 х 15 的 久 期 方程 
简化 为 两 个 一 维和 一 个 三 维 的 ,而 当 应 用 Slater 定 则 之 后 ,整个 问 
题 又 进一步 简化 为 只 需 计 算 5 2 т. 
4.4.3” 计 人 竟 电 相 互 作 用 后 能 级 的 分 裂 
由 上 节 关 于 算 符 在 行列 式 之 间 的 忠 阵 元 的 计算 的 一 般 讨 论 可 
知 ,为 了 计算 Н, 必须 求 具有 下 述 形式 的 积分 
(ablé|ed) = | 2"(1)24(2) E с(1)4(2)4т\йт;, (44-10) 


EHH a,b, c, d GHARA H, T ИН ЕЕ АЧ АН ГҮНЖ. 


101) = 8,07), „(Ө)Ф (o), (S), 


1 


—R, (700, (ODP (Ф) ЖТ (100 的 原子 “的 


Г, п 


轨道 波 函 数 ，x,(S,) 是 自 旋 波 函 数 。 同 理 
(2) = 一 К» Ст)®»„ (6,)@,, (ф;)* X CSa). 
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(1) в 42) 也 可 以 类 似 的 式 子 表达 . 
将 一 ДЕД Legendre 多 项 式 


1 


l 
fi2 71 + 75 一 27,” cosw)? 
< 25 
一 Ка, Pi( соз), (4.4-11) 
k=0 7» 1 | 


ЯЛ 7,“ r, Ш > = r); Н r, > ra 则 ”< r, 
r> = то ЕКЕ r, Mr, цана 由 (3.7-8) 式 得 


4л 
(С с ) = k+ in > ACK, C Ф) 


= Ti > > 900, 3Ф*(ф.)Ө,„С6,)Ф,„(ф) 5 


(44-12) 
со$ = соѕ0, соѕ0, + sin Ө, sin Ө,соѕ(ф, — p). 


代入 (4.4-10) 对 Фф: 和 p 积分 э REH 
— m = m — mí = mf — m 
时 ,积分 才 不 是 零 。 因 此 , 可 不 对 mw 求 和 , 而 只 保留 满足 上 却 的 一 
项 。 计 入 自 旋 函数 的 正 交 性 , 可 将 (4.4-10) 中 的 积分 写成 
ЕС x __ : = 4л ° r y 
(әд = 0 У) 181222, 
| х К,н 2073) . R, (r )R,aa(r,)dr idr, 


X | Y" СЭНС ЭР”СЭНЫ 
1 то 


х | Yñ, (Өр) Yi, (0.92) Y ane (09249, 
x 8(тїт)8(т?*т? ), 

而 由 式 (3.7-12) 得 
МГЛСО27222 


шаш Б + 1 1019 + 1) | (-1)"АГА: 154 
4x(21 + 1) тт” 


| Y $n COP) Y ,,,C0,p,) Y 4 :(09,ф:)49, 
дыг l і 


Ш ES 十 1)(274 + О ан ‚л 
4л( 21°-+Е 1) тт 
根据 以 上 诸 式 ,和 党 把 积分 写成 
(ab|g|cd) = 8(mš, т;)8(т, m.) X lm? + mi, mi + то), 


DO Kilmi, ет) сті , т) ЕК0", ntl , п, п), 


А = 0 
(4.4-13) 
AM I 
ç 3 Gs ›‹ аъ 
гетй, Мөр = (FEY (一 таа сай, 
215- 1 "ттт, 
(4.4-14a) 
d š y. | Op sd 
СК ту -(2-1-1 айн аш", (4.4-14Ь) 


со £ | 
Епа, nl, nl, п) 一 e| | TS раа) 
t | 


+! 
XxX 7 ra) Rs ri) R,aa(r;)dr йт,» (4.4-15) 
由 (4.4-13) 式 便 可 计算 电子 间 的 库仑 相互 作用 。 设 讨论 包含 两 个 
电子 的 体系 ， 在 一 般 情 形 两 个 电子 态 组 成 的 反对 称 波 函数 可 写成 


4 一 21 pi TX Ст, ) (т, )Х, Ст, ) 
м 2 qp (r,)X,(m,) gr,)K,(m,) 
1 |a(1) 401) 

V2 a(2) &(2) | 


根据 式 (4.3-45),"Ї38Х1 52 E JG лу 
(4 = A) = Jla, b) — Kla, b) 


21 2 
- (aż = 2 - (ab Ка 
7 12 БАГ 


J(a, b) = > ат, Рт) Еп, nl), (44-17) 


k = 0 


ba), (4.4-16) 


其 中 


. 317 «4 


Kla, b) = 8(m°, m?) > БОт“, lm G Cnt, nt), 


(4.4-18) 
її 
а*(1°т%„ P mi) == ст", Pmi) (1 т", dmi) (4.4-198) 
BÈC ата, 12:81) = [с (т, lm) l, (4.4-19Ь) 
Е (п, nl) = ИИ л", К n° 1° ) (4.4-19с) 
| СХ( nale, nl) = REC nl, п? 1? , nl, т), (4.4-194) 
利用 以 上 几 式 ， 可 以 算出 组 态 aP ИЛИНЕ: 
ECD), 8=0, 


ECD) = 417171 11717) = (1*1-|B, + 8 11717) 
= E, + 17l 1117), 
其 中 Е, = (1t1-|HÀ 1717) ХУВ ЭНЇЙВЕЕ, 略 去 目 旋 -轨道 看 
合 ; 哈 密 顿 算 符 中 的 人 微 扰 项 为 


2 
в УУ, 
i jįj<i fij 
2 
(1117 e 117) = (1+1=7) = KOHT) = у(1*17), 
7 12 
(4.4-208) 
"=1, т-1,1,-1”: = 1, 
4 . 1 b __. 1 
т, = — sy M; = — —s 
2 2 


117) = 5 at(pl, P1)F*Cap, пр), 


k=0 
由 式 (4.4-194) 有 a)(pl, РІ) -416 4 Р1, РІ) 1, MEA (4.4- 
14) 有 с*(Р1‚Р1) = Алй. 显然 ， цалин 在 
此 情况 下 要 求 《 志 2. А = 0, 则 

c (pl, P1) == АА = 1, 

a (pl, Pl) = 1. 
ШЭЭХ ЭР ЛД, ДШ =(—1)%4Ш, AERA 42048 
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ЖЫ Аю TRAER. 因此 ,如 &= 1 


(рі, РІ) = 0, 
a'( p1 А bl) - 0, 


如 k = 2, ll) 
Ata — di ям — Ë 
101 777 10? (000 22-12 5 9 
(01,91)--- 1 a (Pl, pl) = 1 
5 25 
因此 ， | 
е? 1 
(11:12 (17) = Е(ар, пр) 十 一 下 (ob nt). 
гм 25 


令 F, = =; F’, F, = F°, Hl 


ECD) = F, + F, + Е„, (4.4-20b) 
E, 是 零 级 近似 的 能 量 . 
(170715|1707) = 21707) — KG09) 
т 


-2.4ХР1,9Р0)ЁХ р, nb) — ЁРІ, РОЈС аР, пр), 
由 式 〈4.4-19c) Ж (44-194) 知 此 时 С = Ft, 由 于 ` 
at(pl, p0) = РТ, Pl)e*(p0, РО), 
bt*(pl, РО) = [с5(р1, POT, 
而 前 面 已 求 得 (РІ, РІ), 再 由 式 (4.4-14) 即 可 得 
сро, PO) = (Akay 
сК(р1, РО) = — 440» 


因而 
a (bl, РО) = 1, 
a'( Pl, РО) = 0, 


_ _ 2 
a (Pl, РО) = 75° 


b (pl, РО) = b'(pl1, b.) = 0, 
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b (pl, Р0) = > 
代入 得 到 
(to 


ECP) = E, + (1 0+| 全 


25 


Litt) P — 2 RŽ p: = F, — 5F,, 
на 25 25 


1+0) = Е, — ЭР, 十 En. 


“712 


(44-21) 
同 理 可 得 


(17-17 
(1-1) 
(0*0- 


利用 Slater 求 和 定 则 ， 
3E, + ЗЕ, + 6Е, = ECS) + ECD) + ECP), 
ECS) = E, + F, + 6F,— F, + 5F, 
| = E, + Е, + 10Е,, (4.4-22) 
HA (4.4-19с) 和 (4.4-15) 知 F, MELEH, [КИЕ ЛЕ! Р, 'S KL М?Р 
的 三 个 态 中 , P 态 具有 最 低 的 能 量 , 图 4.4-2 给 出 nP 组 态 能 级 分 
54, АМАН НАЈ — 8 Жое 4) Hund 定 则 : 
(1) 多 电子 系 的 最 低能 态 具 有 符合 泡 利 原理 的 最 大 5S 值 ，5 
是 总 的 自 旋 量子 数 ; — 


А 11-17) = F, + F, 


fi? 


2 | 
Со. 


17-17) = F, + Fas 


7 2 


, 
5. 0"07) = F, + 4F,, 


7 12 


° 320, 


(2) 最 低能 态 具 有 符 人 台 泡 利 原 理 的 最 大 的 世 值 ; 

(3) 如 果 壳 层 是 半 满 的 ,基态 的 J = Jmn = IL —S|, ШЖ 
TREERE J = Ла = 工 十 5， 这 一 点 将 在 下 面 证 有 明 ， 

如 要 计算 能 级 的 绝对 值 , 必须 计算 出 矢 径 积分 Fi (Е, A 
朱 只 比较 能 级 的 相对 位 置 ， 便 可 以 在 不 知 Е, 的 情况 下 与 实验 比 
较 , 表 4.4-3 给 出 [E(:S) — EGD)]/[ EGD) 一 EGP)] 比值 的 实 
验 结果 。 可 以 看 出 ,对 原子 序数 较 大 的 元 素 , 上 述 的 简单 模型 不 适 
H, 4.4-4 和 表 4.4-5 给 出 «ту, Pi) 和 аСт, P) КИВ. 


3 4.4-3 
原 + 组 Ж |ЕС5)-ЕСРЭЇЛЕСЭ) ~ ЕСРЭ 
пр" 1.50( 理 论 》 
СІ 2р! 1.13 
NI! 2р? 1.14 
ОН! 2р? 1.14 
Sil Зр? 1.48 
Gel 4р? 1.50 
SnI эр" 1.39 
Lall 6р? 18.43 
РЫ бр? 0.42 


衣 4.4-4 С(т,т) 的 值 


+ 2 = 
0 +1 -1 
0 0 + 1 
РР +1 +1 1 -三 
+1 0 0 +3 
0 0 1 + 4 
44 | БЕ 
+ 2 22 | -\з шин 
+ 2 +1 0 + 6 — 5 
+ 2 0 0 — 4 +15 
+1 +1 + 1 1 -16 
+ 1 0 0 1 十 30 
0 Ü +1 4 +36 
4-2 +2 0 0 +70 
+2 +1 ( 0 —35 
+1 F1 0 - 6 -40 
il m, m, k=l = 3 k = 
4) 
t? 9 3 з | УРО 
+ 2 + 2 5 一 20 5 
32 +1 -1 +24 — 15 
+ 2 0 0 — 20 35 
+ 1 + 3 0 +25 -7 
+1 +2 -10 -15 24 


+3 +3 1 
+3 + 2 0 
+ 3 +1 0 
+3 0 0 
+ 2 + 2 1 
+ 2 +1 0 
+2 0 0 
41 +1 1 
+ 1 Ü 0 
0 0 l 
士 3 +3 0 
+3 +2 0 
+3 + 1 0 
+2 +2 0 
+2 +1 0 
+1 +1 0 


时 出 现 士 (或 干 ) 号 ; 则 须 各 取 . 上 号 或 各 取 下 写 3 例如 


“(42,4 


-JÆ | 三 


-30 
54 


, 仅 在 每 一 列 的 开始 给 出 ,以 后 只 给 
“зт Шур эй 000, -0=- ү Ш mi 与 mi 局 


出 


- 2) = Улт 


38 4.4-5 


18 


1 /441 


2135 
4/49 
-10 


ЕЗ m O © NA w C CG н с бео N ка Сз 07 CG o N =ч O © © A сч w сз w сч = соо MNN 


=“ w С үз! гч = O O 0) | = w үч +ч С) = б с еч еч 604 w w с еч еч N 04 — = = ч су O 


L 


| 


> 


4} 


ч ~ 
À. T “з 


il 
pp 
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Н 3 3 251225 9/1089 1 /1361.64 
3 2 0 -21 -6 
3 1 -15- 3 15 
3 0 -20 18 -20 
2 2 0 49 36 
2 1 0 -7 — 90 
2 0 0 —42 120 
1 1 9 1 225 
1 0 12 6 — 300 
Ü 0 16 36 400 


444 ITA BG АЕ Ja BE 453 
根据 电磁 理论 ， 当 电 于 以 速度 o 在 电场 Е 中 运动 时 , 其 自 旋 
ARE и, 会 受到 有 效 磁 场 
Hs = Е х 一 (4.4-23а) 


的 作用 。 对 于 原子 中 沿 轨 道 运 动 的 电子 而 言 ,这 种 磁性 相互 作用 ， 
就 定 目 旋 - 轨 道 耦合 .在 单 电子 近似 中 ,电场 E 即 为 中 心 场 ; 


E = — 2 p L IU po, (4.4-23b) 
Or е Or 


这 里 U 二 一 eV 为 原子 中 电子 的 有 效 势 场 , # 则 为 径 同 单位 矢 
E. HTE, f E h # 


MÉ, = — eh S, нэ 
55 为 日 旋 角 动量 ,可 将 目 旋 -轨道 相互 作用 能 量 写成 
— И; - Н» 一 二. 90 (у х v) 
тс Or 
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2-3 (+. 2915. (r хр), (44-23) 
"с\т Dr 


式 中 p = то 为 电子 动量 。 相应 地 得 到 自 旋 -轨道 耦合 对 哈密 顿 
量 的 贡献 为 
й 一 A (+ . 20) l- ê= El- ê, (44-234) 


2 2 
m Ç 


这 里 EC) = 5;* (+ ЕЕРЕЕ Ер: 


动量 算 符 被 A 2 , Bh 


i,|Imism,> = millmim,y, s |1mism, 5 = ms | limisms >. 
但 为 方便 起 见 ,本 章 以 后 仍 称 7 . ЯХЕЛ. 推广 到 多 电子 
的 情形 ,可 将 A 表示 为 
Й' = 2, 5.4). 8. (44-24) 
对 于 单 电 子 情 况 , 如 采用 耦合 表象 ,很 容易 计算 自 旋 轨道 耦合 导致 
的 能 级 分 裂 ， 因 为 L s= EE, 在 1s 耦合 表象 中 
E(nlim) == Е.т) 4-5ө( 72 (1”т11.- slljm), (4.4-25) 


ECnlim) = Еа) + кы GG =+ 1) 


-4(141)-40-1), (4.4-264) 
Хир 
Ем) = | Rue(r)5(r)ars (4.4-26Ь) 
对 于 单 电子 } 一 ! 土 二 ， 
р + >, 
E(nljm) = Eni) + (21) аж) 
2 2 


(44-27) 
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由 于 对 原子 系统 26 > 0, £ > 0, 因此 i 值 较 低 的 状态 具有 比较 


低 的 能 量 , 与 Hund 定 则 符合 ， 
对 多 电子 原子 系统 , 可 以 应 用 Wigner-Eckart 定理 计算 自 旋 - 
轨道 相互 作用 。 首先 ,我 们 在 《MLM s) .表象 中 写 出 第 i +B T 
НЕ-А АЈ 0: 
e; = (СЇЛММ11Еу(:04)-81С18М,МУ), 
其 中 C 代表 基 矢 所 属 的 组 态 。 根据 算 符 乘积 矩阵 元 的 计算 定 则 ， 
得 | 
e= У) KCLSMIM;|E(r |С' МЕМ) 
x (C'U'sMIMY|S ICLSMI IM) 
= УСІМІ |С, СІМ) 
х (С'9М; |в: |С5Мз)ди® изв, ми 


= X> (CLM LIE СЧ.М,ХСЗМ56,1С8М:). 
由 于 E(r;) 为 一 标量 ,而 了 为 一 矢量 算 符 ;, ЕС) 也 应 为 一 矢量 算 
符 , 因 而 其 分 量 可 以 组 成 一 级 不 可 约 张 量 算 符 Т": 
7 = Tis 
(уд, = —L (Tt, — T), 
V 2 
Er hy =— (Tu + TD, 
V 2 | 


其 中 
Ti = 48504 (l, il). 
4 2 


这 样 ,由 Wigner-Eckart 定理 得 
(СІМ: ЕС) С'1М,) 
= (CLM;¿IT)IC'LM 1) = (CLIECALIC' LYA вм, 
 LCLIEGC ALICELE? (— M ,)8 


аас r p | 
M ML 


VL(L+t 1) 
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(CLM AEC ӘЙ СЇ.М,) 
= —— (CLMi|T4 — СМ) 


2 
= È (CLIIE(r IIC LYCA ii, — 4548) 
V 2 | 
ш ХС1Е 01101) (— =) 
V L(L + 1) 2 


Х ГУ (L — M.+1)(L + MI) ê y Mi 1 


+ VL+ M, + DL — M.) дм l 
x (СІМ; 1Е(;)і, C LML) | 
есім т + ТЧСЧМ:) 
VY 
= (сынсошс)(_ г) 
V LCL +1) 2 
x [V (L—M, + 1)(L + M.) ё, а 
— /(L + M, + 1)XL — M.) быы ы]. 
完全 类 似 ， S; 的 分 量 也 同样 可 构成 一 级 不 可 约 张 量 算 符 ， БИ =] 
‹С'5М<|% „| С5М;) 
_ 《C'S| 5 | 8, 11 5/1 52 6. M. )8 
V S($ + 1) 
(C'SM5|# | CSM > 


= 35105) (一 2) 


ММ; > 


一 一 


VS(S+1) 
Х [V (CS 一 My 十 十 1)(S + Ms) ду, 


+ м (S + Ms + 1)($— Ms) Чин 
(C'SMs|4 | С5М5) 

~ {C'slslcs) (а) 
V SCS + 1) 2 
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X [V (S— Ms + IXS + MO ô, 


5-1 


—М{ м, С 
V (S+ Ms + 1)GS — M) Buin, 1 


由 此 得 到 
= У) ССІ ЕС) СТУ e'sls cs) 
8; 一 一 一 一 一 М.М, 6, 
VL(L+ DA/S(S+ 1) | б^ Км мум, 


1, 
х (S — Ms) 


Ô , 
Һр М М 


1 
+ СС Мж 1)(L — MiS — Му + 1) 
> $ + 1⁄2 ， ， | 
Ms) ЯЛЫГ ° 
{8 5 —77181, L, S 的 和 矩阵 元 
4CLSMLMSIL - S|CLSM:MsY 
-一 {с1зм;м; 


ÊS, +-- (LS + Ё $) СІѕМ,М;) 


= M ,M së 


мүм, мум, 
1 
+ 2 [(L + M, + DCL — M .)XŠS — Ms + 1) 


х (S + Ms)]'2 ， 


М CENE 
1 
+ > Ч. — M, + IL + M .)(ŠS + Ms + 1) 


х 5 一 М 1/28 , , 
( s)] MiMe МұМ д" 


比较 可 知 


= EE(CLSXCLSMIMSIL. §|CLSM,M;s), 


(4.4-28a) 
E (C LS) = EC LME OLIE X CSIs CS) 
2: V L(L IWS + 1) 
将 上 式 对 所 有 电子 累加 得 
s = Ze; = (CLSM M;|É'| СІН, М.) 
= С18ХС15М:М: - SICLSMiMs), (4.4-28Ь) 
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其 中 
В = > 8001. š, 


ECCLS) = >, E(CLS). 


为 了 求 得 多 电子 情形 , Н-908 8 ór * Un ВЕ PJ, 最 
直接 的 方法 就 是 根据 一 级 微 扰 理论 计算 Р' 在 (ЈМ) 表象 中 的 对 
HJG 、 

АЕ = (CLSJM ,IH'ICLSIM 1). 
将 上 起 作 表象 变换 ,并 利用 式 (4.4-28b) 的 结果 ,得 


АЕ = (CLSJM | DECL- &| CLSIM)) 


一 УУ X1(LSJM |LSMIM5(LSM IM; 


бубу! у! 
M, MM; M. 


2, 36231 и 8, 
х (LSMYM7|LSJM у 

= E(CLS) > > (LSJM | LSM LM s) 

x (LSMiM'IL. ŜSILSMI MZY 

X (LSM MXILSJM ‚у 

= E(CLSXCLSJM L . SICLSJM D, (44-28с) 

HK (4.4-28b) K (4.4-28с) 1, £ Ef 1860 EF -HBH 
合作 用 与 Ê. Š 的 矩阵 元 成 比例 。 由 于 


L. $=—~(F b — $), 


х 1.5М, М5» 


ДЕ = &(с1.5)-—- (0+ 1) = L(L + 1) 


— S(S+1)], 
从 而 得 到 经 微 扰 修正 的 能 级 为 
ЕСС1,51М ) = E,( C LS ) 
ЫЖ — L(L IZ SS) 


+ CC LS 2 


(4.4-284) 
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由 此 得 能 级 “TL 5 SUL, a 的 能 量 差 为 
E(nLSJM )— E(nLS,J — 1, M ) 


- 5 IJU + 1) = JQ — 001 = ЛЕС Л.5)1. (4.4-29) 


上 式 说 明 多 重 能 级 之 间 的 相 邻 间隔 与 较 大 的 7 值 成 比例 ， 这 就 是 
熟知 的 Landé 间隔 定 则 , 表 4.4-6 给 出 3d 4850 项 的 谱 项 间隔 , 这 
是 Fe 的 正常 谱 项 ;如果 Landé HREM. KEREL JBI 
得 & 的 观察 值 . 

显然 ， 要 求 得 能 量 的 具体 数值 还 得 计算 (CLS)。 如 按照 
(4.4-28c) 来 计算 是 比较 麻烦 的 ,这 里 对 角 求 和 定 则 又 一 次 帮助 我 
们 将 问题 简化 ， 其 结果 是 可 以 得 到 一 组 关于 ЕСС15) 的 联 立方 
程 . 

实际 上 , 我 们 可 以 用 两 种 表象 来 计算 式 (4.4-24) 中 A 的 对 和 角 
矩阵 元 。 其 一 采用 基 矢 为 不 计 自 旋 -轨道 耦合 的 

мм; 一 ILSM M) 

的 表象 ,由 前 面 的 讨论 知 对 角 元 为 

(CLSM,IMs|Ë'|CLSM:IMs s> = М,МЕ(СІ5), (4.4-30a) 
另 一 方面 ,我 们 也 可 以 计算 ЕЕЕ РИБ C 的 零 级 行列 式 波 函 数 
т, 表象 中 的 矩阵 元 。 如 表 4.4-2 所 示 , 每 个 Ж, 都 对 应 于 确定 的 
(MLMs)， 对 Ws ТО, ЕЖХ(4.4-24)8| 51 Ër 是 F 型 算 符 , 因而 由 
式 (4.3-4a) 得 到 对 Ж 

(АН 4) 一 2, Саг|ЕСг,Ж. 8146) 


= У) У) бид Хай 8149 
E 2, 2, 5,86(414, . 8,| 4:) 
= > E mimi, (4.4-30b) 


式 中 а; 为 不 计 自 旋 - 轨 道 耦合 的 单 电子 疲 函 数 , 即 Hartree-Fock 7) 
Н, Е, = Баир» WA (4.4-265) 所 示 。 由 于 Fum, 5 Ф 
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能 Ч , 5 
能 5 (сш) ы ж (观察 到 的 ) 
'D, 0.000 —415.934 | . —103.9 
"р, 415.934 -288.067 -96.1 
Р”, 704.001 — 184.125 —92.1 
Р, | 888.126 — 89,942 -89.9 
"р, 978.068 


之 间 可 以 相互 作 么 正 变换 , 故 可 以 应 用 对 和 角 求 和 定 则 
> M.,MsE(CLS) = М.М; Ў ECCLS) 


= > (А|В' |4), (4.4-30с) 


这 里 累加 遍及 的 所 有 谱 项 (各 项 LS 不 同 ) 都 具有 相同 的 MLM ，， 
而 所 有 的 4 也 都 与 同样 的 M M s 相对 应 。 以 上 二 式 应 相等 。 如 
取 不 同 的 M IM 值 ， 即 可 产生 关于 ECC LS) 的 联 立 方程 , 从 而 求 
得 ECCLS). | 

例如 , 对 于 пр" 的 情况 ,如 ML = Ms = 1, 谱 项 只 有 Р, 行列 
式 波 函 数 为 (1 0 )， 式 《4.4-30c) 中 的 累加 只 有 一 项 


ЁСлё, р) ын 元 过 > SCnil,)mim; 
- 23 ш Eap) 
ECnp) |1 x 2 +0 207 


对 于 两 个 不 在 同一 壳 层 的 电子 , 行列 式 (l+it) ЕТОЖ, 
Mı 一 2，Ms = 1, 根据 式 (4.4-30c) 


БОРРР) = Р 2, (па; )mimi 
= 1 |к(„ 1 Ж 1 
= 5 өөр) X 2 + E(n'p)1 х = | 
一 二 [SCzp) + Ебер), ‚ (44-31) 


AE, 对 于 Mi 二 1, Ms 二 1， 可 有 两 个 行列 式 (1+0+) 和 


. 332 ° 


(0"17), ЗЯ Ор ЯР. 对 于 此 种 情况 ， 由 式 (4.4-30b) 及 
(4.4-30с) 得 
E(npn'p'D) + ECapn' pP) = 2 Е(лр) 


+ ХУР, (4.4-324) 


2 ЭА(44-31) Лех 5 的 联 立 方程 ,二 式 相 减 得 


E(npa'p, P) = Enpn'p, 'D) = ХЭЭ + аР) (4.4-32Ъ) 


利用 上 述 方法 ,可 以 讨论 Hund 定 则 的 第 三 条 : 
G) 壳 层 不 到 半 满 ,根据 Hund 定 则 第 一 条 ,基态 的 $ 取 最 大 
值 , 芭 上 自 旋 都 是 平行 的 :以 34 为 例 , 行 列 式 为 
(2+1+0+—1*)М, = L =2, M; = 5 = 2, 
ËJ °D. 
由 式 (4.4-30c) 得 
M M sE(nLS) = E(nl) 2, түт» 


LSE(n LS) = (ят) = У} mi = кәм 一 Хаж, 9 
Efni LS) = хо) x < 21-41, (4.4-33) 


(i) 索 层 超过 半 满 ， 根 据 泡 利 原理 必须 有 有 反 转 的 自 旋 ,以 
3d D 基态 为 例 , 行 列 式 为 (2°170 一 17 一 2727), М, = Ms = 2, 
由 式 (4.4-30c) 有 
MiMsE(nLS) = LSE(n LS) = E(nl) 2, mimi 


EANES E + 1 
Е( цэл 2-м. 
一 80м, (4.4-344) 
e(n LS) = a z > 21 + 1. (4:4-345) 
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比较 式 〈4.4-33) 与 《4.4-34b) 可 以 看 出 ， 目 旋 轨 道 耦合 参数 
E(nILS) 从 正 号 变 为 负 号 ， 由 式 (4.4-28d) 可 知 ， 当 壳 层 填充 数 小 
ТЎН Е > 0, 须 取 J = Jan [L 一 $| 才 使 能 量 最 低 ; 肥 之 ， 
如 壳 层 填充 超过 半 满 则 EE < 0, 须 取 J = Ла = L+ SARAR 
低 的 能 量 ， 这 样 就 解释 了 洪 德 定 则 的 第 三 条 。 图 4.4-3 给 出 了 过 
渡 族 元 素 的 Е(34) 和 ECS). 


— Fe Co Ni Cu 


Sc Ti V Cr Mrs 
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前 面 介 绍 了 离子 在 晶体 场 中 能 级 的 分 发 ,以 及 计 人 目 旋 -轨道 
契合 后 原子 或 离子 的 能 级 的 分 裂 。 本 市 将 讨论 外 加 磁场 对 能 级 的 
影响 。 当 有 外 加 磁场 时 ， 可 把 原子 磁 甜 и 和 外 加 磁场 H, 的 相互 
作用 能 表示 为 


H, = — С Н, = eh (L + 25)-Н, 
2776 
式 中 
„= “Ë (L + 28). (4.5-1) 
2те 


如 果 人 磁场 比较 弱 , Ba 比 计 人 上 . $ 分 裂 的 不 同 J 值 的 多 重 能 级 间 
的 距离 小 ， 为 了 讨论 磁场 引起 的 能 级 分 裂 ， 可 以 采用 一 级 微 护理 
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Б, ЖИ JM) 芒 的 对 角 元 。 如 果 磁 场 Н. 2 HA, 可 将 上 式 


写成 
H = “Ë (L, 425ЭН,, 
lme 
= (L, + 0,5,)Н,,, (4.5-2) 
3 
Жш 6 = 了 是 玻 尔 磁 子 , gs 是 Landé g 因子 ,对 于 电子 
ЭР шин 2, 


МА ҮЕ Л Н БИЗ В. 在 |LSJM ,) BEHAE 
阵 元 时 ,由 于 Ha 为 常数 ,而 元 , 5 的 变换 性 质 同 矢量 算 符 一 致 ,与 
上 节 所 述 类 似 , 也 可 以 应 用 Wigner-Eckart 定理 使 计算 简化 . 

实际 上 根据 $ 4.2 关于 等 价 算 符 的 讨论 ,下 和 j Бий 
符 ,彼此 之 间 是 等 价 的 ,可 建立 起 

L = а Ј 
的 等 价 关 系 。 事实 上 , 设 L, 与 ) 可 分 别 用 一 级 不 可 约 张 量 算 符 
Т\„ GER: 
Ё. = Th, Í, = G. 


内 此 
гумі, LSIM) = CLSJM |]; LSJM y ОМАР, 
(LSJM 1Г.,11.5)М >= (LSJM |). | LSJ ТҮ 
= e(LSJM 11,11-51м ). О (45-3) 
@ == (111). 
ЛЛУ 


应 用 S 3.10 所 举 的 例子 中 的 方法 ,很 容易 求 得 


— р. l цар w = —. 1111 А 
GUID = = UU + DI, А» 


ПП 


È, 一 l — Т1)» 1, = — (h, эт @), 
2 нг 


1 

(Ф 

V2 | 

CLSJM I| ÊI LSJM) - у= [CLSJM | I LSJM 5 
2 
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— 《LSIM (17:14) МЭ) 


= = [(LSJM OL |LSJM>— (LSJM | ĜI LSJM Y] 
2 


= =(LSJM |],|LSJM). 

同 理 
(LSJM |L,|LSJ]M> = ol LSJM |j,| LSJM }, 
即 
(LSJMIL1S1J1M = =(LSJM |J| LSJM). 
同样 ,由 于 Š 也 是 矢量 算 符 , 我 们 可 以 建立 起 
S = aJ 

的 等 价 关系 ,而 


а = — КЇ), 
O + DI” 


(LSJM |Š| LsSJM> = a(LSJM |Л|1,5]М). 
但 定 ‚ү >. 
(LSJM|L|LSJM>+ (LSJM|S|LSJM) 
= (LSJM |J|LSsJM y, 
因此 


G+ = 1, % = 1 —– а, 


(4.5-4) 


(4.5-5) 


“的 具体 数值 很 容易 用 量子 数 表示 出 来 。 由 于 5-7], Д 


j. S— aj. J = «Л, 
计算 上 式 的 对 角 元 ,并 注意 因 j = L + Š, 有 
J. E= (P+F 00), 
(LSJM laf’ LSJM y) = > CLSJM |P + 8 
- Ë2| LSJM >， 
因此 
_ JU+ D+ 905 +1) LUI), 
2J(J + 1) 
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(4.5-6) 


_ J(J + 1) + L(L + 1) — S(S + 1). (4.5-7) 
2J(J + 1) 
利用 以 上 各 式 , Aa 的 矩阵 元 
(15) М | д|1,51М) = 0(LSJM | È, --8,5,(1,5)МЭН,, 
= В[(1— а) + gaal JM | Jz! JM Hos = s 8M.tl,. (4.5-8) 


取 g, 一 2 
Ш +1) + 5081) L(L + 1) _ 
8) Р у 2207 (4.5-9) 


下 面 以 CY+ 的 基态 为 例 ,计算 外 磁场 的 作用 ， 在 此 情形 下 
_ 5 yL _ 1 
у= 5, 1-3, S=, 
代入 式 (4.5-9) 得 
8) 一 
设 外 磁场 沿 z 方向，Hos = Н. 对 于 М, = +2 的 双重 态 .能 级 
分 裂 后 的 间隔 为 
511 6( 1Nb oo. 6 
s- 5 (=)H s$ -)н -8 i 
如 将 M 与 (一 M ,) 2 WORE Н peH 表示 , 则 
gs = 22,1М ||» 


改 此 时 
Be 


对 于 м, = Эн 的 双重 态 ， 磁场 产生 的 能 级 分 裂 为 8 1° H, ЕП 
z, =”, 而 对 М, = 2 的 情形 , 则 得 到 в, =”, 8 99) 
30 
жан, 
ши Н х у, ЖЕ М, = +5, 或 M = + 了 的 态 ， 
对 角 和 矩阵 元 为 零 ， 


(+51) 一 《 士 过 111 十 三) 一 0 


而 对 于 м, = + Е, ЖЫ Де IR XW ГЖ 
之 闻 的 矩阵 元 并 不 为 零 , 角 动量 的 矩阵 元 为 

2 1ү,ү1уүг1/-1 1 

( яд 1) > ГЕТА >) 


[JJ + D — M (M , — 1)]š 


нарийг 
L 


在 此 情况 8Н- (L + 25) 的 微 扰 矩 阵 为 


| (0-е 1 ) 
шинж 2 1 0 一 8 


因此 , 微 护 能 级 为 + - Š ` SH = + — ВН, 

同样 ， 如 把 |M j| 一 样 的 双重 态 之 间 的 裂 距 写成 вє.Н, WU 
z, = 8. 磁场 沿 ”方向 的 情形 完全 相同 。 综合 以 上 讨论 以 及 
$ 4.2 的 结果 ,可 把 对 于 CH 在 C, 对 称 的 晶体 场 中 分 裂 能 级 的 值 
和 & 因子 列 于 表 4.5-1, 


Ж 4.5-1 


综 上 所 述 , 对 于 处 在 晶体 场 中 的 顺 磁 离子 , 如 果 晶 体 场 、 自 旋 
轨道 相互 作用 以 及 磁场 的 作用 都 同时 计 和 人， 哈密 顿 量 中 的 微 扰 项 
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可 表示 为 x x 
й' = V,+ ECOL- S+ an. (Ë +2Š), (45-10) 
= (ЙН ДЕ y (4.3-1Э88  Н. ШУ НЫ, 如 果 要 
研究 超 精细 结构 ,还 必须 计 人 与 核磁 和 矩 的 相互 作用 . 
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在 前 面 的 讨论 中 略 去 了 原子 核 的 运动 ,核子 的 目 旋 \ 核 磁 证 以 
及 电 四 极 定 对 电子 能 级 的 影响 。 由 于 原子 核 的 质量 比较 大 , 它们 
的 运动 对 于 电子 的 能 量 只 产生 所 谓 “ 同 位 素 位 移 ” 的 影响 ,这 里 不 
予 讨论 。 但 是 , 实验 指出 , 如 果 要 考虑 谱 线 的 超 精细 结构 , 则 必须 
ТАЯ ТЕУ TERHEME Н. 
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TEB В.Е ВИ T ,相互 作用 哈密 顿 量 为 
B,, = Mi ` Ha% = — H: ` (H, + Н,), (4.6-1) 
H, 是 任何 外 加 的 场 , H, 是 由 于 具有 外 动量 J 的 电子 的 运动 在 原 
子 核 处 产生 的 场 . 


u 一 的 1, (4.6-2) 


Ap u PETKO, 为 原子 核 的 角 动 量 , r 则 是 核 角 动 量 
量子 数 ， 或 称 核 自 旋 , ГЇ 的 本 征 值 为 1(7 十 1) 状 。 由 于 超 精 细 结 
构 能 量 很 小 ， 一般 只 需要 采用 一 级 微 扰 理论 计算 微 扰 算 符 的 对 角 
矩阵 元 。 与 前 几 节 类 似 ， 我 们 仍然 利用 Wigner-Eckart 定理 来 简 
化 矩阵 元 的 计算 . 
具体 地 说 ,由 于 А, 是 矢量 算 符 ,与 电子 总 角 动 量 / 具有 同样 
的 变换 性 质 ， 换 言 之 ,可 建立 如 下 等 价 算 符 的 关系 : 
Н, АЈ, (4.6-3) 
B... J AJ. j. 


° 339 • 


因此 ,可 由 上 式 在 17M7》 表 象 中 的 对 角 元 计算 常数 A: 
| (JM |Ë, му) = ам NT Л| ум), 


_ GM IH: „Лум ) 
7+1) — (4.6-4) 
首先 讨论 没有 外 加 磁场 , 即 万 一 0 的 情形 . 式 (4.6- ] ) 化 为 
H,, = — ф, - Я, -» aÍ . 7, (4.6-5) 
其 中 
一 шм [H| - Јум) (4.6-6) 
IJJ 4-1) 


言 之 ， 可 以 用 计算 算 符 了 . .的 对 角 元 来 代替 计算 电子 与 核磁 
和 矩 的 相互 作用 能 。 如 果 引 人 原子 体系 的 总 角 动 量 
F = I+ Jj. 
则 计算 А, »:4::174:01:313::5-398 45801073 SB B S Bb Et 十 
分 类 似 ,在 总 角 动 量 下 的 表象 里 计算 式 (4.6-5) 的 对 角 元 ， 由 上 式 
得 i. j= L (e — p — р), (4.6-7) 
因此 与 式 《4.4-28d) 相似 ， 
ECnLSJIF) = EXnLSJI) + (=) 
x [F(F + 1) — I(I + 1) — J(J + 1)1. 
能 重修 正 值 为 
AE = — = [PCF Ж1)-4141)-01413, (4.6-8) 
Landé мэт | 
E(F)— E(F —1)= aF. (4.6-9) 
(=) 常数 4 的 计算 
(1) 非 $ 态 电 子 ， 把 原子 核 看 成 是 一 个 磁化 球 ， 总 核磁 逢 为 
ш, HTI S 态 电子 ,其 电子 云 绝 大 部 分 在 核 外 ,因此 将 电子 - 核 之 


间 的 磁 偶 极 相互 作用 能 ,理解 成 核磁 站 在 电子 轨道 运动 与 日 旋 磁 
矩 产生 的 磁场 中 获得 的 能 量 比较 方便 。 
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由 式 (4.6-6) 可 见 ,为 了 计算 йЖДИЙН,-4,801Н,Ө8 
部 分 构成 ， 一 是 所 有 电子 因 其 轨道 运动 在 原子 核 处 产生 的 磁场 
Asa， 另 一 是 所 有 这 些 电子 的 自 旋 磁 矩 在 原子 核 处 的 磁场 Har. 
由 电磁 理论 得 


“U LEa. 


Е = – 55 нэ 2 (4.6-10) 
其 中 6 ERRET, Po L 1 分 别 为 第 ， 个 非 $ 态 电子 的 动量 和 角 
动量 ， 而 
Н. = 28 >; 一: É 一 Зап, _ (4.6-11) 
s; 为 第 i 个 电子 的 自 旋 角 动 量 。 于 是 
H = Ны + Нак = — 28 > 二 
x С — s, + зга (4.6-12) 


H,- J = — 28 5 1, | l — s, + кы А J. (46-13) 


а, D L=0, De = 0， 从 而 总 角 动 景 J — 0, 8 
此 对 上 式 没有 贡献 如 果 在 满 过 层 外 只 有 一 个 非 5 态 电子 , 则 可 
把 Н, 简写 为 

H, = — Ê 1 — S+ хте © (46-14) 


r? 
O H J= BL St | L+S (4645) 
ОН, 4--3 = G 


由 于 | | 
r-L=r.(rxp)=9, N 

Н,. J= — 28 Ë — Ë + хээ, (4:6-16) 

求 微 扰 能 即 相当 于 求 上 式 中 的 算 符 对 所 考虑 的 态 的 平均 在 计算 
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之 前 首先 证 明 上 式 的 最 后 两 项 互相 抵消 ， 为 此 利用 Dirac 证 明 的 
ЕХ. ш Ей G 与 自 旋 算 符 对 易 , 风 
(S. PXS. С) = (F. G) + Ч 15. (F x G). (45-17) 


在 本 情况 下 F= G= r; 因此 (S: ry = = 2, їп ЖИН 
为 S(S + 1) = 2. 将 以 上 的 值 代入 式 (4.6-16) 后 最 后 二 项 刚好 
相 消 ， 


H,.J= — 201 (4.6-18) 
(LSJM lÊ,- Z ILSJM у) = — 28L(L + (4). (46-19) 

代 和 人 云 44. 6-6) 得 
= 2 мІ +1)/1l . 4.6-20 
“= РДЕЛ ) 

ЖЯ Г ж-т 
(2) 2.1 < (46-21) 
了 /平均 


a LCL + D( L+ >) 


as = | те 为 玻 尔 半径 ， 


а = Ê (£) — (4.6-22) 
° P(t ++) Jg + 1) 


的 方法 来 计算 . | 

(2) $ 态 电子 : 以 上 主要 计算 了 在 核 外 运动 的 非 5 态 电子 与 
核磁 矩 的 相互 作用 对 常数 a 的 贡献 。 这 类 电子 的 单 电子 这 函数 在 
r = 0 附近 , 即 原子 核 哇 近 的 行为 与 x!' 成 比例 , 1 22 BE TX , WN 
此 进入 原子 核 的 机 会 很 小 ,与 此 相反 ,5 电子 在 原子 核 处 的 设 函 数 
HERTE, ME 5 电子 的 轨道 角 动 量 为 零 , 这 就 使 得 把 5 83-13 
原子 核 矩 的 磁 相 互 作用 ， 理 解 成 电子 的 自 旋 磁 尖 处 在 原子 核 的 磁 
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场 中 所 获得 的 能 量 , 更 有 助 于 常数 a 的 计算 。 将 磁 窍 为 pg T 
核 设 想 为 半径 为 r RADIR EE WARR, шашин 
生 的 均匀 磁场 为 


B, = 2. в = ы, и, (4.6-23) 
了 是 核 球 的 体积 。 AARRE TRER RIE EED 
Е = 一 | B(r) ` М( ғ )ат. (4.6-244) 
1Т.ХАМЕЛНЭТЕЖЭЭЭХЭЕ, | 
Е = — зүв Мо, ' (4.6-24b) 
M(0) = —8 2, 1#,(0)1° : s, (4.6-25а) 
|Ф;С0)]* 为 在 原点 找到 第 ; be ЇНЧНЛЕЛЇН Ж) 
E= gg. > 19.00), (4.6-26) 


对 于 满 光 层 外 只 有 单个 不 成 对 的 5 电子 的 情形 ， 可 形式 上 将 磁 相 
互 作 月 能 写成 / 

Hs = al. J = а1- S (4.6-27a) 
式 中 нэ. x 


glp), (4.6-27b) 


4.6.2 有 外 加 磁场 的 情况 


此 时 磁性 相互 作用 能 ， 除 包括 电子 与 核磁 矩 的 磁 偶 极 相互 作 
用 外 , 尚 需 包括 电子 磁 矩 u, 和 核磁 矩 u, 与 外 磁场 的 相互 作用 
能 ,县 p 包括 轨道 磁 矩 和 自 旋 磁 惩 两 部 分 ， 根据 前 面 的 讨论 , 我 
们 可 选择 电子 的 角 动量 算 符 Л 作为 А. Л Ж 

В: — 8)84) = (=) J, 
式 中 形式 上 规定 
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É — 
4 = — 0,8, 
J 7 


因此 ,可 将 微 扰 算 符 写成 如 下 的 等 价 算 符 Нь, 
A a. J (ANJ. H — (EÀ. H _ 
Й, =al- J (E) H, (5) Н,. (46-28) 


计算 上 式 在 零 级 近似 波 函 数 间 的 对 角 元 ， 即 可 得 出 对 能 量 的 修正 
值 AE。 在 极端 情形 下 ,上 式 可 以 简化 . 

(1) 如 在 弱 场 情形 下 , 则 еН, «а, 此 时 选择 原子 体系 的 总 
角 动 量 表 象 为 |1JF M )， 得 到 能 量 的 修正 值 为 


AE(IJFM) = (2) [F(F + 1) — I(1 + 1) 


-114131- Ялган 5 163 [F(F + 1) 


— I(I + 1)+ J( + 1)] + (H) LF + 1) 


+ 1+1)— J(J + 1)], (4.6-29) 
BIL GF + 1) 度 简 并 的 态 分 成 OF + 1) 个 等 距离 的 能 级 . 

(2) 在 强 场 极限 下 ан > a, ДЇН , f 2855 KANAE 
作用 能 量 远 较 与 核磁 矩 的 相互 作用 能 为 大 ， 但 一 般 仍 小 于 精细 结 
构 的 能 级 间距 、 在 此 情形 下 宜 用 i171JM1MJ》 表象 ,因此 得 到 能 量 
修正 值 为 

AECIJM:M;) = (мм, al- J 


— 2) -Н,- (e>) Ну JM M i) 
= «М.М — H, (27), + (#)u,l. | (4.6-30) 


16.3 ” 电 - 四 根 矩 相互 作用 


众所周知 ,电子 与 核电 荷 一 质子 之 间 存 在 静电 相互 作用 ,但 
以 往 我 们 略 去 了 质子 坐标 r, 的 差异 ， 而 近似 地 认为 都 处 于 原点 ， 
即 设 +。 = 0. 现在 ,我 们 比较 仔细 地 考虑 这 一 问题 ,考察 质子 坐标 
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对 原子 能 级 的 影响 。 为 简单 计 , 只 讨论 一 个 电子 和 一 个 质子 的 相 
互 作用 . 设 电子 坐标 为 ro, 按照 电子 绕 核 旋转 的 经 典 模型 ， 显 然 
有 r.2> mm， 因 此 可 将 电子 与 质子 癌 的 静电 相互 作用 能 用 和 靳 可 德 
ZH Р, #77, | 


2 


2 __ „2 .NE | 
s = 6 (0) Pal eosa), (46-31) 
F 


Jr, = ж) ғ. T 


me 是 p, 与 28:05: 5 18541178 п а Ел асы Ж 
— e° — — e r, _ IE тум 
Jr, — r| re 2, “ ) (513 + 1 ) хо ) 


х Ү о„)Ү Eul), (4.6-32) 
Ons Oe 为 re ХП т, КА. 很 容易 证 明 , 工 二 0 项 即 一 般 中 心声 
近似 中 的 库仑 相互 作用 项 。 xF L= 1 的 项 ,由 于 核 的 电 侦 极 抵 
为 零 ,也 无 贡献 。 因 此 , 在 电子 与 核子 的 静电 相互 作用 中 , 要 考虑 
的 项 是 自 工 一 2 开始 的 项 , 常 把 工 一 2 的 项 , 称 为 四 极 矩 项 ， 对 于 
> 2 的 项 ,由 于 每 一 项 包含 有 因子 (于) ， 且 mm < r， 因 此 一 
般 贡 献 很 小 ， 因 此 ， 我 们 只 需 讨论 四 极 矩 项 的 贡献 ， 并 用 Ho К 
表 ， 
Ĥo 241" = У C LVYk(o,)Y2 (e). (46-33) 


М=—2 


анаа 177FAM7》， 则 电子 -质子 四 极 矩 对 能 量 
的 修正 为 | 
(IJEM Âo | IJEM) = e. Z (1уЕМ| У) С D'r 
~ YRC) r ҮЗ (eo) | IJ FM. (4.6-34) 
由 于 在 转动 操作 下 球 谐 函数 Yu 的 变换 性 质 与 忒 级 不 可 约 张 量 算 
符 的 分 量 一 致 , 故 可 以 利用 (3.10-15) 式 与 式 (3.10-20) 得 
(11ЕМ 18,117 ЕМ) 
= e. TO YHEL + DOI + 1) 
X (115 Co D) 
«ЛУС рж), F2), (4.6-35) 
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(111, F2) 是 Racah 系数 。 利 用 Racah 系数 的 对 称 性 质 
W(IJIJ]J., F2) = W(ILIJJ., 2Е) = 6( 一 1 产 一 一 / 
б E= 2)1(21 D” 
(2J + 3Э1(21 + 3)! 
" | 
x | с(с+ 1) — tqa +110 + 01) 


ЗИ C = F(F + 1) — I(1 + 1) — J(J + 1) BẸ 
27. J = F2— Гг — P 
在 HJEM? 9А JG, A ИЕНЯ 


C(C + 1) — 20 + 1)1(J+1)J 


8039 517 | нв 
@ = 301. ЛУ + 2-4. Jj) — Рр 
在 JFM) 表象 的 对 角 元 。 也 就 是 说 ， 电 四 极 矩 对 哈密 顿 算 符 
的 贡献 与 307 - Лу + — (1-Л)—? ЛЕШ. ЖТИЖҖ(46- 
35) Н ЕЛ ЗГ Л Н Wigner-Eckart 定理 . 
在 核 角 动量 本 征 态 表象 中 , +;Y? 的 矩阵 元 满足 
(IM; + a| r YC on) IMi) = Амым ҮС Сод) 1.» 
因此 
CIlY?Co, rill = Ч, VETER ACA] IM i) 
71557777) | 
ИГ Oliy C oll’ 应 与 u, M 无 关 , 故 可 取 = 
0, M, = 1, WJ 
3М1-401041) 
(21-031(1-1321-3217 
-| IGI — 1) Г 
| (I+ 1DCG2I + 3)! ` 
通常 在 原子 核 理论 中 ,将 


Q шин 了 | FA r, )əu=((3z;, -一 "2 )4т 


121 — 121 2 
А +u Mi 7 Ato — 
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ORRE, psx。) 为 质子 出 现 的 几率 ， 由 于 
, JÈ 3z — 7r’ 
цэн Ien r ° 
可 将 写成 


0 = (e) | [paCra) lu rsYi os)drs.  (4.6-36a) 


0 具有 面积 的 量 岗 , 它 代 表 当 核磁 忠 都 沿 z 方向 排列 时 ,核电 衔 沿 
z БАИН. 由 于 e,(r,) = prn) Pran) Crn) 为 质子 波 
冰 数 ,可 将 上 式 中 的 积分 写成 在 М, = 1 态 的 对 和 角 和 矩阵 元 的 形式 ， 
利用 前 面 的 讨论 ,可 将 eo 写成 : 

п) 


1⁄2 
е0 = (1 (128) 234: On) 
1⁄2 
— 的 A Ir2Y C0, ))1) 


= l6x _ 1(21—1)__ k y2 V2( 00 
Е EROE СО ”таҮ C oH >, 


(4.6-36b) 
ЖШТ РУПЕ SX 9) 


322 — 人 
eq) 一 |1,07), "5 dr.: 


= lór JOJ — 1 | 1⁄2 Ки 
| 5 (J 十 1)027 十 5| CJZ Y? Col? 


(4.6-37) 
4) 与 9 均 可 由 实验 求 得 。 将 以 上 二 式 代 人 式 (4.6-35) 后 ,得 到 电 - 
四 极 窍 相互 作用 能 为 


_ c 910 
(IJEM Ho MI 一 7 二 1 一 


Е 3 С(С--1)-11--1)34/ + 1). (4.6-38) 


жожо 
1. 计 人 电子 间 的 静电 相互 作用 ,计算 组 态 1: 2р 的 能 级 ， 
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2 . 试 写 出 组 态 яр»? ШИН, 

3 了. 对 组 态 na. 

(i) 计算 所 有 的 谱 项 ; | 

Gi) 对 所 有 的 谱 项 计算 自 旋 -轨道 看 合 参 量 5015) 
4. 证 明 式 (4.1-5). 


5. 设 一 稀土 离子 的 4 电子 处 于 m) = 一 — 的 状态 , 试 求 具有 0, 对 称 
性 的 晶体 场 的 矩阵 元 。 ` 

6. 某 原子 有 一 处 于 a 态 的 价 电子 , 设 此 原子 置 于 具有 T, 对 称 性 的 晶体 
环境 中 ; | | 

G) 不 计 自 旋 , 该 电子 的 能 级 简 并 度 如 何 变化 ? 

Gi) 计 入 自 旋 -轨道 耦合 , 且 设 自 旋 -轨道 分 裂 远大 于 晶体 场 的 影响 , 电 
子 的 状态 又 如 何 改变 ? 
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第 五 章 空间 群 表示 
551 ”描述 转动 及 平移 算 符 的 性 质 


设 有 坐标 变换 

х = Rax + Ray + К,А + л, 

у = Rax + R,y + RaZ +h, 

в = Rax + Ку + RaZ + h.. (5.1-1) 
上 式 可 写成 r = ar + t, 2 代表 一 个 转动 操作 ， 为 运算 方便 起 
用 , 可 将 式 (5.1-1) 写 成 

r = {clt}r, (5.1-2) 

ЯЛТ {alt} 代表 具有 转动 和 平移 的 操作 ,这 个 操作 具有 下 面 几 个 
ЛД: 

(1) 如 8 代表 点 群 的 不 变 操 作 ， 则 1615) 代表 纯 平移 操作 ， 
(610) 代表 没有 平移 的 不 变 操 作 ，{a10} 代表 只 有 转动 而 无 平移 
的 操作 ， | 

(2) 两 个 算 符 的 乘积 lalt HEIE} = (а816Е + t). 


证 r = {pitir 
т' = laļltir', 
r’ = {ajt}H plt ir =ar + t == a(8r + t'i + t 
= авт + at + t = {о8|ой + tr. (5.1-3) 


从 而 证 明了 所 要 求 的 关系 式 . 
(3) dait) 的 倒 易 操作 (或 逆 操 作 ) 
{alt} = {a | ат}, (5.1-4) 
证 设 illt = ialt)” 
根据 定义 
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{elt Halt} = {palt +t} = {10}, 
因此 

| Ва = є, В = а, 

c 't+ t =0, Ё = ае, 
由 此 得 到 
{alt} -1671-ао 78), 

(4) 任何 一 个 操作 {аја} 都 可 写成 (а|ас(6) + а,(а)}, 
ala) ER a 操作 的 转轴 方向 的 矢量 ，ao(c) 是 与 аба) EA 
的 矢量 。 这 个 操作 可 通过 坐标 变换 简化 为 单纯 的 转动 与 沿 轴 的 平 
18. | 

证 设 坐 标 原 后 0 在 转轴 上 ,操作 (ос ay 对 矢量 > 的 作用 可 
描述 为 ” = (о| аүг, 如 把 坐标 原点 0 移动 6 到 О (如 图 5.1-1)， 
| 


г = & + Б, 
т = $ + Б. 
| 转轴 


r \аја}ғ, 


s + Б = {а|а} (= + b) (5.1-5) 


8 -05-(0-6)840а, 
因为 a, 5а, к b 5% 5) e 角 后 与 @y KARE. 
所 以 (а 一 e)b: a, = 0. HTF а ar 一 0， 故 可 选择 2 使 
(a 一 є)Ь == 一 бу, 
№. aj 5,65-1-5 5538, 
8 = ав + apla) = \а|а,(а) із, (5.1-6) 
如 通过 坐标 变换 后 ,任何 操作 {аја} 都 可 以 简化 为 一 个 单纯 的 转 
动 及 沿 转动 轴 方 向 的 平移 . 
(5) {alt} 组 成 群 ， 由 于 上 面 的 性 质 , 不 难 证 明 (alti 组 成 
群 ,这 类 群 具 有 下 述 性 质 : 
(a) 转动 操作 “组 成 群 , 在 晶体 中 这 就 是 32 个 后 群 ; 
(b) 纯 平 移 操 作 (elt) 也 组 成 群 ， 这 个 群 可 以 看 做 是 群 
(818) 的 不 变 子 群 . 
根据 不 变 子 群 的 定义 ， | 
(416) 746 Halt} = Хо:1- ае [2 а) 
= a| — о tiolt + Ё} = {sjat}, 
felat) 仍 是 一 个 平移 操作 ,因此 可 以 看 出 纯 平移 群 И 是 群 
lalt) ЖАРЕ. 
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空间 群 是 上 节 所 介绍 的 群 alt) 的 一 种 特殊 类 型 ,如 果 (618) 

的 不 变 子 群 具 有 特殊 形式 {eR} R, ERRERIK, 
R, = n,t, + тё, + mt, | 

t, b, t， 是 三 个 线性 独立 的 矢量 , 称 为 原 胞 的 基 天 ，ms m n, 是 
任意 整数 . 

ЭЗ ЇН} ЕНУ ЛО АН TIEM: 

(1) п R, 是 格 矢 ，cx 民 。 也 是 晶体 的 格 矢 ， 根 据 不 变 子 群 的 
定义 ,平移 群 (el R.) 是 群 {alt} 的 不 变 于 群 ， 

{alt He| R, Но | 一 ct = lelcR,), 
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因此 (61Ё, 1, telenn 属于 同一 个 不 变 子 群 ,因此 aR, 也 是 一 
个 格 矢 . 
(2) 根据 «Е, 和 民 ， 都 是 格 矢 的 要 求 ， 可 以 证 明 在 晶体 中 
的 < 只 能 是 绕 某 些 轴 转 60° 或 90° 的 整数 倍 的 正当 转动 与 非 正当 
转动 ， 空 间 群 转动 部 分 所 组 成 的 群 就 是 点 群 ， 
(3) 空间 群 iala} 中 和 同一 个 转动 操作 相连 系 的 平移 操作 
之 间 的 差 是 一 个 格 矢 , 即 求证 对 两 个 操作 (а|4:С0)1, {«|а,бо)}, 
a,(a) 一 a,(a) = ЖХ. 
”证 首先 求 faela(e)} K iola (a™)} P ala) 与 a'la) 
的 关系 
lajala) {aja (a™)} = 46 | ва (о!) + абв)}. 
由 于 空间 群 包含 不 变 子 群 {e R.) AE 
аа (a) + a(a) = R 
«а' (=!) = К, — ala), (5.2-1) 
mE laja} BJ {аја} 是 空间 群 中 具有 相同 转动 部 分 的 两 个 操 
作 ， 根 据 群 的 性 质 lela} = {07:1 —–ата,} 也 是 群 的 操作 。 根 
据 式 (5.2-1), 如 令 a'la) 与 — ата, HM, аа) 与 a 对 应 ， 
便 但 到 
— а, = R, — a,, 
В|} | | 
а, — а, = RE, (5.2-2) 
(4) 空间 群 操作 lalt} 可 以 有 两 种 类 型 : 
(D {«|Ё„}; CI) {al R, + vla), Vola) НЕҢ ГИН 
5), vola) = R,/n; n дЕ ® АЈЫ. 
证 如 
ЁС) = R, + vla) = R, + vola) + оба), (5.2-3) 
可 选择 坐标 使 wv(a) = 0， 因 此 内 需要 讨论 vla) WHER. 为 
保持 一 般 情 况 , 在 ta) 中 仍 保留 v. 
设 点 群 操作 4 是 ? M, e = e, 
lalo + Ropy = jai (п--1)80 
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+ (ar 了 十 a 十 .Ev 十 №, } 
= {oe la (oe ')}. 
Жн Re 为 格 失 ， 令 vt R, = a(a)， 由 式 (5.1-4) 得 到 
(л — lv + (07° + a”™? 十 -8) 0 
= — а (р + v) +R, 
ар, 一 Vp， 上 式 可 写成 
поь 十 (Ee 二 co ?c++o Ap, = R 
令 бев tat 077 о", ША A 
að = 6,050, == V, (а — є)бю = 0, 
由 于 0 一 般 不 等 于 e, Ш Н о ЭНЕН, бю, Бр 
B, iwa Е E KW доо = 0, 从 而 得 到 
| пор = R, Eh о, = R,/n, (5.2-4) 
根据 上 述 情 这 ,可 将 空间 群 分 成 两 类 :;， 人 简单 空间 群 与 非 简单 
空间 群 ， 前 者 只 包含 类 型 (1) ХаК, 的 操作 ,后 者 则 包含 类 型 
(D 5 (ID 的 操作 。 根据 晶体 对 称 性 的 要 求 , 民 , 的 形式 也 不 是 任 
SEFE), 可 以 证 朋 三 ERRERA 230 种 , 其 中 有 73 种 是 
简单 空间 群 . 
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上 市 曾 指 由， 平移 群 是 空间 群 的 不 变 子 群 . 由 于 eR, K R, 
是 格 矢 ,可 证 明 操 作 “ 组 成 32 个 反 群 , 每 个 空间 群 的 操作 的 转动 
部 分 对 应 于 某 一 个 点 群 。 邑 空间 群 属于 该 点 群 所属 的 晶 类 ， 知 道 
空间 群 所 属 的 晶 类 ， 就 可 以 讨论 晶 类 的 点 群 操作 0 对 于 R, 的 限 
制 ,也 就 是 对 Б, ё, б. 的 限制 .由 于 反映 操作 不 使 R, 的 形式 改变 ， 
所 以 只 需 讨 论 包含 反映 操作 i 的 点 群 对 有 K, 的 限制 即 可 ,也 就 是 只 
а Тр 5;, С» Va Саһ» Dars 96» С 65, D45 Р,,, Tzs О, 等 对 R, 
的 限制 。 Kittel” 对 二 维 格子 的 R, 作 了 详细 讨论 , 在 这 里 我 们 对 


е ЭЛА С. Kittel, introduction to Solid State Physics, 204 cd. Wiley & Sons, 
New York, 1956. | | 
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三 维 情 况 , 不 再 做 详细 讨论 ,只 列 出 所 得 的 结果 。 这 样 得 出 的 基 天 
所 决定 的 格子 称 为 布 喇 非 格子 . 
(一 ) S, 对 ЁО mi), = Ямаа яа. 
(1) = ЖЕЖ, T: 
$ = in, t, = ita + Ло + kin, 
t, = ita + Jta + Е... 
(二 ) Can К, ИН, В. 
(2) ЖИБЕ, Г: 
Ё = їй, Ё, == Jo, Ё. = Jta Ёл, 
(3) 单 斜 底 心 布 喇 菲 格子 ，Tw: 
f, = it, + Jin, 
Ё, = 1211, 
Ё, = J: + ki, 
(=) Р,Х R, 的 限制 。 正 交 晶 系 . 
(4) 简单 正 交 布 喇 非 格子 ，T,: 
Ё = itn, Ф = Ja, 6 = Řh; 
(5) 正 交 底 心 布 咯 非 格子 ,Ty: 
t =i, É, = Ji + kip, Е, = jin — Rta. 
(6) Е ЖЛЕ, Гог: 
t = it, + Jt + Ria, 
Ё, = 72125 
ft, = R21,. 
(7) ІЕЕ T, Гон: 
t =i + jie, b =jltu, Ё. = ја, + Rin. 
(四 ) Ca 对 R, КВ. MARA. 
(8) Sepu НАЗЕ, Te: 
f, = itn, =з, t, = Rin, 
(9) ЧИО Л ЧЕК-Г , Te: 
t = itn +j, t = itu — jin, b = jin + Rta, 
(五 ) Dw 对 R, WPR til. 
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可 以 证 明 , 仍 得 出 四 角 晶 系 的 两 种 布 喇 非 格 子 。 
(六 ) 5. Е, АВ, KARR = Важ. 
(10) ЖЕЕ, Г,: 

f, = ita, t, = Jins Ё, Sjey RYŻ 2, 
(11) 二 角 布 喇 非 格子 ， Га: 


b =j (= Fra) HRZ a 
(E) Ca X R, 的 限制 . 
可 以 证 明 , 仍 得 到 Г., 
(Л) Dy 对 R, 的 限制 . 
у T, 5 Г„, 
(JL) Da 对 R, 的 限制 . 
仍 给 出 了,;. 
(十 ) Ta, O, К, АВА, УУЖ. 
(12) WA y ARIER T o Te. 
f, = it, Ü, = Jia, É = hk. 
(13) 面 心 立方 布 拉 非 格子 , Po: | 
f, 一 in + Ий, b == Jt + kiu, f, = ita + Ёл, 
(14) Жл ARIEF o Ter 
f, = t! + Jt. + kr, 
£, = it, + jtu — Rtas 
Ё, = iin — Jta — Rta. 
以 上 共有 14 种 布 喇 非 格子 ,分 属 七 个 晶 系 与 32 个 晶 类 ,与 32 ЛЭХ 
群 可 以 组 合成 230 种 空间 群 ，230 种 空间 群 的 推导 不 属 本 书 范围 ， 
在 这 里 就 不 详细 讨论 ,读者 可 参考 有 关 的 书籍 . 
* F. Seitz, Zeit. J. Krist, 88, 433( 1934); 90,259(1935); 91, 33601935), 94 
100( 1936). 
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由 基 矢 可 以 计算 倒 格 子 基 矢 b, b, Б, 


b = b X t b= а Et 
t- f, х t t, ` f, Хх F, 
b, = _ Эл £, Х Хб 
t- EXI 


55.4 КАЈЛ Н Л Жл 


用 了 表示 空间 群 不 变 子 群 (e К„}, 显然 平移 群 是 阿 贝 尔 群 ， 
所 有 的 操作 互相 对 易 ， 所 以 每 类 只 有 一 个 元 素 ， 类 的 总 数 等 于 群 
И. 因此 , 工 的 不 可 约 表 示 总 数 也 等 于 群 阶 , 故 每 个 不 可 约 表 示 只 
能 是 一 维 的 . 在 单 电 子 近 似 下 ,晶体 电子 满足 薛 定 订 方程 

= + 19) Ф = ЕФ, (54-1) 
V(r) 代表 晶体 中 的 周期 性 势 场 . 

令 Br 代表 与 {e R) EHDA, eRMa Н ЕТ, 
Р.А = НЁ., Wik h ТЕЖА Жк. 由 于 了 的 不 
可 约 表示 是 一 维 的 ,因而 | 
Р,ф — С(К,)ф, (5.4-2) 


С(К,) 为 与 Рт 相对 应 的 操作 的 不 可 约 表示 和 矩阵. 
利用 周期 性 边 乔 条 件 


Её} = {ЕЁ Р = е |, ҮЗ = (el0}, 
Нр t, t, t, УЛ ИЖ. Ni М», N; Re Tr Ba КАЖ JI [n] 


的 原 胞 数 ， 
К, = пЁ + mi, + mt, 


{elR,} 一 {ЕЁ} {Е [Ё,}" ЇГ ӨГЧ, 
由 操作 (еар (п = 1,2, NO) 构成 的 群 , 记 作 T, G — 1, 
2, 3) 显然 Т = Т,С2Т:01Т., [КЩ 
С(Ё,) = C(mt.)C(mt,)C(nt,.), ` 
这 里 C (nt,) 为 T, ДЕ ЙЕ {elt 的 不 可 约 表 示 G = 1, 2, 
3) C(R,) 则 为 工 群 中 操作 {elR,} 的 不 可 约 表 示 。 因 为 Ti, Т», 
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T, ЖАУ, EH ЖБ ДЕН Z ri 35 RAA uj ЯЙ 
C nit; = е (i2: p, Zi) 
(n;t;) xp| ;2= F.) 
(i = 1, 2, 3; P, = 0, [| N, — 1), 


所 以 


c(R,) = скр 12а (Pun y Ри ү сар 
М, М, М, 


如 令 k = kib, 十 kb: + 4:Б,, 则 bli = 1, 2, 3) Л БЯ. 
їз = 0 Б, ` f; 一 2 人 ji。 如 设 К, == P,/N,G(: 一 l, 2, 3) P, ka Ü, 


| 
k. 


l, 2-443,-1, 则 exp(iR. БО, 一 exp[i2rP] 一 1， 因 此 平移 
群 (е1К,) 的 不 可 约 表示 是 C(R,) 二 e+ 因此 在 一 般 情况 下 
Ё+ф(т) — eR tat tat J — eth Rap, (5.4-3) 


由 上 面 的 讨论 我 们 得 到 平移 群 不 可 约 表示 的 性 质 如 下 : 

(1) 平移 群 的 不 可 约 表示 是 用 开 来 标志 ,不 可 约 表示 是 

exp(ik . Ё,), 

ЕД 3 个 分 量 ,每 个 分 量 的 可 能 值 有 N 个 , 因此 不 可 约 表示 的 数目 
等 于 原 胞 的 数目 ,也 就 是 等 于 操作 (68, 的 数目 . | 

(2) 固体 中 电子 的 波 函 数 上 是 平移 群 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 不 
可 约 表示 既然 用 开 来 标志 , 风 也 用 玉 来 标志 ， 因 此 在 后 面 我 们 将 
把 由 写成 Ph. 

(3) 由 国体 理论 可 知 ， 倒 格子 空间 布 里 渊 区 有 的 可 能 值 等 于 
原 胞 数目 平移 群 不 可 约 表示 的 尺 值 可 由 布 里 渊 区 中 的 让 的 值 来 

(4) 如 果 对 一 个 点 群 操作 a, aR, 与 R, BERR, 

K, = hb, + hb, + hb, 

his Аа, А 是 整数 , 则 aR,- K, = 25. 整数 ， 由 于 & 的 么 正 性 质 ， 
R, - («:К,) = K, : (аК,) = 2х- 整数 . aK, PEERK. H 
果 由 R, 所 决定 的 晶 格 在 某 一 点 群 作用 下 不 变 ， 则 在 倒 格 子 空间 
(Вр 下 空间 ) 由 K, 所 决定 的 倒 格 子 晶 格 也 在 间 一 点 群 作用 下 不 
变 ， 换 名 话说 , 即 某 晶 格 的 倒 格 子 与 该 晶 格 属于 同一 晶 系 . 

(5) 对 某 个 晶体 ， 电 子 的 哈密 顿 量 属 于 空间 群 ， 因 此 平移 群 
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7 的 不 可 约 表 示 的 基 矢 gs 应 该 与 空间 群 不 可 约 表 示 的 基 天 有 关 . 
本 章 的 下 一 部 分 将 讨论 如 何 求 空间 群 的 不 可 约 表 示 及 其 基 关 . 
这 里 我 们 先 讨 论 空 间 群 任何 操作 对 dalr) UW. <> 
R = (аар, 
Р. 是 与 相应 的 算 符 , 
在 自由 电子 近似 中 ，$。 可 写成 平面 波 expli(h + K,) r] 
的 线性 组 合 , 利 用 
Рь}(т) = I( R 'r), 
ER F 
R = {aja} = {ajr + Rn}, 
r 80:Х5.2-4) 1 vr, | 
Р гехр[:(А + K,) - r] 
= exp {i(k + K,) : [e | — а (т + R,,)]r) 
= ехр[:(Ё + K,) - а т]ехр[ —¿(R + K, ) 
-a (r + R.,)], 
ХРА Ш, =] L HE BH 
ka`- т = ав · т, 
P рехр[ (А + K,)r] = exp{ialk + К,)- r} 
‚ exp{— :«(А + К,)(т + Ё„)\. (5.4-4) 
对 简单 空间 群 = 0, 由 于 exp[ 一 ia 及 人 一 1， 因此 | 
Popexp[i(R+ K,)-.r)] = explialk + K,)- r} 
‚ expl — iak - Ra). (5.4-5) 
# a= Е, R = {e|Rm}, Êr = Pr 则 
Ё pexplilk + К,) - r] = Р;ехр[:(А + K,) 
ғ) = ехр(—:Ё. R, )ехр(4(Ё + K,) - r]. 
(5.4-6) 
将 此 式 与 式 (5.4-3) 相 比较 相差 一 个 符号 ,由 于 К, 及 一 К, 是 相 
互 等 价 的 点 ,因此 符号 之 差 没 有 关系 ,两 种 形式 部 可 玉 用 。 
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(55 ” 群 的 分 导 表 示 ，Frobenius 定理 

5.51 分 导 表 示 的 定义 

如 果 有 和 群 G 及 子 群 日 , HCG, 已 知 6 的 不 可 约 表 示 D， 则 我 
们 可 用 这 些 不 可 约 表 示 做 为 子 群 日 的 表示 、 这 样 得 到 的 互 的 表示 
称 为 D 在 吾 中 的 分 导 表 示 D. 显然 , D: 的 特征 标 与 D 的 特征 标 相 
15 .一 般 说 来 ,这 些 表 示 不 一 定 是 五 的 不 可 约 表 示 , 面 是 可 约 的 . 设 
Ану АЈ, р: 表示 G 的 不 可 约 表示 D, 在 H 中 的 分 导 
表示 , 则 有 

D; = > a;;A;, (5.5-1) 

5.5.2 Frobenius 第 一 定理 


Frobenius 第 一 定理 要 求 


р Ф | 
аг) — 1 > b, X ° Kis (5.5-2) 
h р.Є H | | 


РАНИ, > 是 GE 中 类 的 标记 ， 六 是 互 中 类 的 标记 且 与 > 类 相 
ХЭМ, ЫН v 类 的 元 素 均 属于 G 的 第 > 类 。 X; Æ D, 8 > 
类 的 特征 标 ，xX*# 是 A; 中 第 类 的 特征 标 ，4,。 是 第 v ЈИ. 
2, 表示 对 互 中 所 有 的 类 求 和 . 


证 因为 0; = аА, 
由 式 (1.6-17) 可 得 
аң = т. S хіСЕ)х (В). 


REH 


EREHPRÆ n 类 , 在 G 中 属 第 > 类， 用 类 的 特征 标 代 和 人 上 去 
便 得 到 Frobenius 第 一 定理 ， | 

аң — ñ > „Ху Ж. 
下 面 我 们 以 群 Cw KRETE C2, 为 例 求 ap。 第 一 音 已 求 得 Cs 与 
C, 的 特征 标 , 现 再 列 于 表 5.5-1 MENM, 
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表 5.5-1 C, 5 C,, МЕ 


Су, 
Е С, 20, 20 4 2С, 
Г, | ] 1 | 1 
ОР, 1 1 -1 -1 Ї 
Г, 1 i і -1 -| 
Г, | | -| 1 -1 
Г, 2 — 2 0 0 0 
С., 
Е С, G y O, 
A, | | Ї 1 
A, ] -1 Ї -1 
A, i l 一 ] -| 
A, | -| 一 | Ї 
由 ajj 的 表示 式 及 特征 标 表 可 得 
| 081) = 0826 — ау 77 адцз F Gs == Gs 一 1, 其 他 а — 0, 


分 导 表 示 的 简约 为 
= A, T=A, =A, =A, Г A + A. 


5.5.3 Frobenius 第 二 定理 
分 导 表示 简约 系数 ап 满足 关系 
gj |, 
S ` а = іа Хе 3438 › 类 与 已 有 公共 元 素 时 ， 


v € > 8,9 
0 ЭЦШоЖЭН АЛЖ, (5.5-3) 
8 是 群 G 的 阶 ，8, 是 群 G 中 第 > 类 的 阶 ，>， 表 示 对 互 中 所 有 与 
第 v 类 相对 应 的 类 求 和 . | 

证 H ар 一 3, h XZ, 
两 边 乘 以 yy” 并 对 所 有 的 表示 求 和 ,得 


下 of 


t 


š у-ЄН 4 
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利用 特征 标的 正 交 关 系 可 得 
o [EE m 当 第 类 与 也 有 公共 元 素 时 ， 
2, шау == B € p 
| 0 当 第 上 类 与 互 没有 公共 元 素 时 ， 
о А 用 v 代 换 , 即 得 到 要 证 的 关系 式 


ЁЛ», 
Sania кд 当 第 ”类 与 也 有 公共 元 素 时 ， 


y € p ГЕ; 
0 当 第 > Ж 5 H ЖК]. 

例 仍 以 群 С, KTE С» 为 例 ， 令 oo 所属 的 类 为 第 类， 

则 g == 8, g, = 2, В = hn = 1, 令 1 一 3, 式 (5.5-3) 的 左 方 


aX 十 аз = — 2, 


3Х65.5-3 94:77 


gh 
трт 
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561 定义 

设 子 群 HC G, 8 Fk УЯСАН BJBT , Wil 

G = AH + AH + + Anh. 

瓦 的 不 可 约 表 示 为 A, A, 的 基 矢 为 $i, Фі 41... 以 {фь} Ж 
ЯЛ. ШШ A.G = 1,2, 8/A) K idh) 作用 ， 则 构成 一 组 新 
的 基 矢 (445), (4:Ф5) Aenda WU (445) 或 (Фу! 
(a =1, 2, 8h) EKZ (Фі, = Abi), 4, 是 与 A, 相应 的 
算 符 ， 通过 适当 选取 А; 的 基 矢 , 并 要 求 不 同 的 基 和 天 间 相 互 正 交 ， 
则 所 得 的 表示 A! 称 为 A; fE G 中 的 诱导 表示 。 
5.62 ”诱导 表示 А, 的 矩阵 元 


如 4 是 G 的 元 素 , BEHEER, M 
А(4)- 2,004, B)@A(B). (5.6-1) 
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o( A 9 В) JE “ВЕ, RA ААА р = В 时 „ЯЗ эг о(4, В), 
Л ЖЕ Ж, В.а, х Уен БЕА 
Г АО БЕШ АНА = A*. 
证 “根据 定义 | 
AICA Jan gn = | pit Аф „дт = | (А„Ф* АС Abi dr 
= | Ф, ATA Á bida, 

由 于 4:446 必 为 G 的 元 素 , 总 可 写成 A.B, BEH, 从 而 得 

АЦА), = | À Вфіат 

= 21 | bE ApyarAi Bs. 


因为 Ф, 与 4,0, 都 是 表示 А! 的 基 矢 , 由 基 矢 的 正 交 性 要 求 可 知 ， 
只 有 А; = А, = Е, FË AZ'AAs = В 时 , 才 有 
ACA Jamen = АКВ )mas 
否则 为 零 ， 对 于 不 同 的 矩阵 元 , с, 2 的 值 不 同 ， 故 能 满足 上 式 的 
B 也 不 同 , 所 以 
AICA Jamen = > o (A, B) A (B), (5.6-2) 


对 B 的 求 和 中 至 多 只 有 一 项 的 004, B). 一 1， 其余 均 为 零 ， 故 
Ai(4) = > o (A, B)Q@A,(B). 


由 于 对 任何 不 可 约 表 示 j 上 式 都 成 立 ， 因 此 下 标 ; 可 略 去 ， 即 得 
(5.6-1)。 如 果 直 接 以 式 (5.6-1) 构成 矩阵 A(47)， 也 可 证 明 这 样 
得 到 的 矩阵 组 成 群 , 因 此 可 作为 群 c 的 表示 ,从 而 证 明了 前 面 对 基 
天 的 正 交 性 要 求 是 合理 的 ， 
证 ”如果 
A'(4,) = У'0(4,, B)@A(B), 


H 


* 其 他 地 方 也 有 这 样 的 处 理 . ДЕ RRRS ARA ERNA RIES “(R)” 
者 即 为 表示 乍 阵 ， 
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 A'(A = 2 olz, ВЭФАСВЭ, 


Br 


则 
A(ADA(A) = (4, В)®А(В) > ol A,, ВЭбАСВ?) 


= > >b [ol A,, В )о( A2, B')] 


б0| АСВЭАСВЭ1, 
由 于 
|6(4,, B)o( Ay, B')], = У о(4,, В).,0(4,, В’), в 


RAA АЛАА, = B 同时 474:4: = В 时 上 式 才 不 为 零 、 因 
为 A,A Ú = 4,B” 即 在 陪 集 А,Н Ч, 如 果 4 与 8 已 确定 ， 则 
AAs 所 处 的 陪 集 即 y 的 值 也 就 唯一 地 确定 了 ， 由 于 此 时 A,, Аз» 
a, В 都 已 确定 ， 因 而 能 满足 上 述 要 求 的 > 也 就 确定 了 、 从 而 8 与 
В” 也 被 确定 了 , 故 对 它们 的 求 和 中 均 只 有 相应 的 一 项 不 为 零 。 又 
因为 此 时 4'4 A4 = ВВ' = B”, ХА ГИНЕН) a, В, а E oN 
满足 , 则 [o( A. B)o(A;, B')1, = 1， 否 则 为 零 , 即 
[o(A.. B) - o(A;, B')], = о(4,4,, ВВ') в, 
所 以 
[AADA (4)] — >) oA14s, B”). @A(B”),,. 


тәп B” 


对 В” 的 求 和 中 至 多 只 有 一 项 的 о(44:, B”) = 1， 其 余 均 为 
=. GHH BRM В”, 便 可 得 
А(А)АХА,) = > 0(4,4,, В)®А(В)=А'(А,А,), 


即 诱 导 的 矩阵 和 和 群 G 的 元 素 一 一 对 应 , 故 它们 组 成 群 . 
@ 1 以 Cw 及 C, УИ, Ж о(4, В) МА. 
G = ЕН + cf, 
04 代表 使 ryz E zzy 的 操作 ,为 方便 起 见 , 在 表 5.6-1 中 列 出 
各 操作 对 +yz 的 变换 性 质 . 
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表 9.6-1 Civ 的 对 称 操作 


Е хус Oa х@у 
С, ryz 04 xz y 
Ov хуз С. х®у 
0, хус С, хау 
, 1 0 
A=E:o(E,E)=\ ), о(Е,С,)-0, 
0-1 
(Е, oc) = (Е. о,) = 0, 
А = Ca: ao(Ca, E) — oC, 229) -一 0( С:, с) = Ü 
1 0 
т( С,, С,) цан | ). 
0 1 
А == o,: 0(0,, E) “0006, С) = 0, 
⁄1 0 
ИСА Ty) = | ) 
NO 0 
/0 0 
8(0,,0,) = \ ). 
01 
А = ат: а(о„,ЁЕ)= oloy, С) = 0, 
0-0 
а(0, 59») - ( )， 
0 1 
1 O 
(0, 0,) = ( ї 
0 0 
Nn 1 | 
4 = ва аб, Еў=(, О), 其 他 0(6.8)-0, 
/0 1 ` | 
4 = 0Ф8:0(06, С:)-1 ), 其 他 olos, B) = 0, 
1 0 
0-1 
A = С,: Со) 一 人 ), 
0 0. 


. 364 • 


“0.9 8 
о(С,,0,) — \, 7 ), 其 他 = 0, | 


А = C,: (Со) -(| J са.) = (" | ), 
其 他 一 0 Ё 

由 A(4) = 2, o (A, ВУФАСВ), TARH А, 所 诱导 的 表示 
А0-(, (| АС (0 1) 
А00.) = |) Atoa) = ( 92 
мес) = ( 8! 

H A, 诱导 的 表示 为 ， | | 
А2-(1 0» асо (" `). 
aE) = ( й кесә (71 | 
aka.) = ( _\). 

由 A 诱导 的 表示 为 : | 
Ae) = ( ) мс =(_, Е 
МОЕ) 一 ( ， Я? АКС.) =h 9? 
мой =( 21) 


由 А, 诱导 的 表示 为 : | 
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aKo (9 0» акс) (#7), 


0 


м8) (5), ас) (7°), 


0-1 

一 0 

Ai(cv ) -( ). 
0 1 


@ 2 G= H+ AH + АН... + АН, 
А" = BEH, 

W A, ЖНЖ ЈК, ЖК dieedi, MARERE 
{Api}, а = 0,1,2,:-:, m — 1, А, = А", 
49-0Е,9Р-41,2,--“л, 


(51 


АСВ), ay = | фу Á" ВА pidr 
= | ФА À- 77277” 
= x= Вфуаг, 
因 
Дө! В = As“. 4" = 49-58”, 
除非 < 一 ! 一 0, 否则 4". В ЖЕН, 
АВ )1p,04 = Ó • ACB )pg. 
HERRIE, КАН АВ) 即 由 天 个 'A(B) ХК, 8 
+ ACB) Жн, АКВ) Ж п-т ҖЕ, 
ACB) 


A(B) 
АВ) = >. . (5.6-3) 


А(В) 
对 于 АГ, а KEH, 
Ail A Jipa = | ФРА А Афу 
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A(B') 如 АТАА = В'ЄН, 
-4, 否则 
П А' = 4, ЇР AAA = At = B W 
АСА ), раа = ACB )ьаз 
因此 当 c = m — 1, ¿= 0 К 4 е B, U K a = 0,1= 1 sÉ 
— ИЯТ Вр = a + 1 J 459977 = E, 


0 Ü -..... А,( В) 
[a 0 +. 0 
АКА) = A (E): 0 Í, (5.6-4) 


0 
| 0 0.A(E) 0 
JC 18955 E ӨӨ ААА Н. 


557 诱导 表示 的 特征 标 ，Frobenius 互 易 原理 

ЖА 诱导 表示 的 特征 标 x 

| > Ayr 当 第 > 类 与 所 有 公共 元 素 时 ， 

XAA) — 79 veEv 
0 当 第 v 类 与 互 没有 公共 元 素 时 ， 

(5.7-1) 

Rh e 是 和 群 G 的 阶 ，% 是 子 群 电 的 阶 ，g8, 是 群 G 中 元 素 4 所 属 的 

第 > 类 的 阶 ， 该 类 中 处 于 吾 内 的 元 素 在 五 中 分 属 以 v, 标记 的 各 

类 ,第 v, 类 的 阶 为 bo., 此 类 的 特征 标 为 淮 ， 求 和 遍及 第 v ЖЕН 

中 分 属 的 所 有 类 . 

“证 


Xa А) __ 1 эуел) нм 1 > х 


By лєу ВЕН 


gih 


x У 2. (4, В),„А(В)„ь» 


а а} 


e 367 。 


其 中 求 和 S 遍及 第 v ЖЮ. ШЕ 


AEV 


> АС B ),,m 一 X,( B), 
> ААА, = 5` А, 


因此 如 B 与 4 同属 第 v 类 , 则 得 
> o (A, B Jsa = 
| 13 当 B 是 第 v 类 的 元 素 时 ， 
`o(A, в), = fÉ 
224° Ї» 其 他 情形 ， 
е 1 У\в/АХ, (В) 一 үүл 2, ho KE 


X (A) = 当 第 ”类 чнЖАХЛЖН, 
на 0 23 "类 与 鼠 没 有 公共 元 素 时 ， 
й ЖС, 各 不 可 约 表示 在 Cw 的 诱导 表示 的 特征 标 ， 
由 A, 诱导 的 表示 的 特征 标 为 | 
ХЕ) = 2, xa с.) = 2, Z!tàn(g,) = 2, 
同 理 可 得 
| С жг, AE) =2, X(C) = 2, Х‹%(0,) = 0, 
ОАЕ) = 2, X(C) = 2, Xho) = — 2, 
ЖЕСЕ) = 2, хас.) = — 2,Х'“%.(0о,) ша 0, 
5.7.2 Frobenius 互 易 原理 | 
在 一 般 情 况 ， 由 子 群 豆 的 不 可 约 表示 Ai 所 诱导 的 表示 A! 是 
可 约 的 。 设 D, 是 群 G 的 不 可 约 表 示 , A; 可 依 D, 作 如 下 的 协约 : 
ын 2, Бу 0), 
如 Di 是 群 G 的 不 可 约 表 示 D， ЕЕН 的 分 导 和 表示 ， 它 也 可 依 五 
的 不 可 约 表示 作 简 约 : | | 
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Di = Ў алд, 


Frobenius 5 JE JE SE >K 
| аң = biji (57-2) 
证 令 兴 和 分 别 表示 A) 和 Di 的 特征 标 , 则 
XCA) = D bux A) 466 
由 式 (5.7-1) 并 设 4 属于 第 v 类 可 得 | 
hy z 
Уве 1) 22333 当 第 ?类 与 可 有 公共 元 素 时 ， 


be € t 8,Л | 
0 当 第 » 3: 55 H ЖА Л, 
БУХ (5.5-31 Р: 
2, b; = 2; а. 


两 边 乘 以 z, 并 对 所 有 的 类 求 和 ,得 
> ех БЭР 


由 不 可 约 表示 特征 标的 正 交 关系 得 
bir = айр, BU bj = а, 
Я 仍 用 群 C4 5-2 Cr, K A AM. 
H Frobenius 互 吻 原 理 有 
Би = би» 23:55 аљ, Ра = азу Ёз = би» 02655 йш, Ds == aa, 
Н 55.5 例 中 所 得 的 er， 可 以 求 得 
Ai = р.ФР,, Аз 一 Р,ӨР,, № = D, А = D., 

由 于 求 子 群 的 不 可 约 表示 比较 容易 ,因此 常用 诱导 的 方法 ,从 
某 个 群 G 的 子 群 的 不 可 约 表示 诱导 出 群 G 的 表示 。 例 如 在 简单 空 
间 群 的 情况 ,点 群 是 空间 群 的 子 群 ,因此 下 面 将 看 到 ， 我们 将 由 点 
群 的 不 可 约 表 示 诱 导出 空间 群 的 不 可 约 表 示 . 为 了 达到 这 个 且 的 ， 
首先 要 讨论 诱导 表示 是 不 可 约 的 条 件 。- 


65.8 诱导 表示 的 不 可 约 性 
设 子 群 НСС, B,€ H, r = 1,2,- ++, 
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G = А,Н + AH + A; H, 
H 的 不 可 约 表示 A WER ddh dh U (05) ER. 


诱导 表示 дуд (4.9. (8-1, ЭЭЛ: (441 所 


h . . 
决定 的 子 空间 为 5。， 本 节 将 证 明 А! 是 不 可 约 表 示 的 条 件 是 
У XHEIXHAE)=0 ах, (5.8-14) 
t 


ЄНЛЖ СО (4.8,42) М.(4,8,48 Кг = 1, 2, ARAJE 
ЖЖ. XE) 是 子 空间 Sa 对 的 特征 标的 贡献 ; 即 。 
Е) = У) | (4ЬУС4,1 dr. (5.8-1Ь) 
证 设 R 是 G 的 元 素 , 由 群 的 基本 原理 可 知 , 如 果 A; 的 特征 
标 X; 满足 下 式 
> ХА, (RD)XCR) 一 8 8 是 G 的 阶 ， (5.8-2) 
则 A; ЖЖ n|2J 32 78. 
HT | | 
UCR) = У) >] | С) Сар), 
利用 式 (5.8-15), 上 式 可 号 为 | 
ХК) = > XCR), | 
Жул (к)х(К)= У) У) DX RR 
К k G 6 — — a -s 
= УУР SS ICRI). 
| (5.8-3) 
дэ 
ХК) = У) ACR amom 
= > > оК, В,), , Ai( B,)mm, 
m r=] мэ 
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而 22 Ш i 


其 中 当然 包括 如 的 所 有 元 素 B. (r — 1, 2, Э, 
2 | ши 
ST XIR) = 3 5 ACB, mn == SB,), | 
zo | | 
>, >16) = У) У) 168,9 
"оо тсүйлэв, (5.8-4) 
由 式 (5.8-2)、(5.8-3) 和 (5.8- 74) 81 Ai 是 不 可 约 表 示 的 条 件 为 
u > > 2 '(к)ху(Е) = 0, (5.8-5) 
而 XCR) : хисе) ее 
АДЕКА, = В,, 
同时 


Ав RAg= B, (а 8, т = 1,2,-- A, r = 1,2:..8), 


即 要 求 | 
R = А.В,А = ABr Az. 


可 见 , 只 有 元 素 集合 (4. BAT} 5 (405 B 481 C = 1, 2- 
h) 的 公共 元 素 5 才 使 х. EHE) ~ 0, 所 以 
` >x (ВЭХУСЕ) = >л, [Ө Ө} 
F rH жж) K РТА 235273. 

当 Уон = 0 (a < 8) 时 , 式 (5.8-5) 成 立 ， 这 便 
证 明了 A 是 不 可 约 表示 的 条 件 (5.8- а). 


$ 5.9 ЕДЕН ЕЖЕ ЛҮ 
s. 9. 1 ЕХ 
пр H ER GEUTE ( 即 不 变 子 群 )， A; 和 A; 是 互 的 两 
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МК л, Di 和 b: шинээ АВ G WJ 3E ЛЖ, 
{НАЕ Br = 1, 2,5.) 均 能 满足 
Р'(АВ,А) = Di (B), | 
则 把 A; 和 Ан 称 为 相对 于 СОНИК. BA, НЭРЭЭРЭЭ” 
递 性 , 即 如 果 A; T Ар, A; 和 人 22828 син, MI A, 和 Ai 也 
Н.Х/Э ИЛЖ, 
例 1 Ca НАЈАДА, 是 相对 于 C. HRR. 
令 A=C,, B, = E, А'В,А = E, D(E) = D( E); 
B, = С, АВ,А = С,, D ( C,) = DY( С,); 
B. = төө 471В,А = ар, 04 (а,) 一 Da); 
В, , А 'В,А = 0,5 Оо, ) = Ху). 
因此 ， A, 和 A, 是 相对 于 ‹ с, АЗЕ ах. 
例 2 平移 群 T ARTIRA k 与 ak, ERMAT (ak, 5 
Rk, 不 等 价 ). 
令 {аја} 是 空间 群 的 操作 , 对 平移 群 元 素 elR,), 不 可 约 表 
Ж А. МОВЕ, 220 
| Ок {Е ,)] = h oR, _ 
Ж 4 = {аја}, В, = {e| Ra}, 
АВ,А = {a| — аа) 6|Ё,а|а) = {є|аЕ,}, 
Dh [е [а7'К, }] = cr R, — p°sh[ (£ | R, }]. 
若 а k + K, K, 为 倒 格 矢 ， 即 不 等 价 的 不 可 约 表示 入 与 
ай, ЕЛДАР ПШ ЫЕ ЕЛ. 
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ээттҮгто””ЭҮЧ 轨道 
中 不 可 约 表示 的 数目 称 为 轨道 的 阶 ， 例 如 C2 的 A, 与 А, 组 成 相 
对 于 Cw 的 轨道 . 

在 平移 群 中 相对 于 空间 税 互 为 共 饭 的 不 等 价 的 不 可 约 表示 组 
RERE, 站 矢 星 中 不 可 约 表 示 的 数目 称 为 波 矢 星 的 阶 (或 区 

:下面 渤 例 说 明 不 同 空间 群 的 玻 矢 星 。 
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表 5.9-1 简 立 方 布 里 渊 区 中 的 特殊 点 


k 符 号 | ЙА. эс 
(0,0,0) Г 1 属 O, 的 所 有 48 个 操作 
(0, ыг. А) А 6 Ж C,, 的 8 个 操作 
з 525 A 8 | B Су 的 6 个 操作 
Ku 221 > 12 属 С» НУ 4 个 操作 
(2, =, ka) 
4 4 Т 6 Е Cow 的 8 个 操作 
0«/5,«Сл/а 
(kis k Z) 
5 12 B C:。 的 4 个 操作 
0<А, <л/а 
(2 =, 0) 
Ё 12 E Cw 的 4 个 操作 
(<А,<л/а | 
(Z, 2, =) R 1 属 О, 的 所 有 48 个 操作 
(Z, 0, 0) х 3 | 属 Da 的 16 个 操作 
(2, = 0) M 3 E Da 的 16 个 操作 


(1) 简 立 方 05: 这 是 一 个 简单 空间 群 。 TEANA k 

(a) 布 里 洲 区 的 一 йй. G 有 48 个 ,所 有 的 48 个 aR 都 不 等 
价 ,风波 天 星 有 48 5, 

(b) 在 对 称 平面 上 的 一 般 操 与 符 殊 对 称 挟 的 轨道 的 阶 ， 

Ж 5.9-1 列 出 了 对 简 立 方 晶 体 有 特殊 对 称 反 的 不 等 价 的 没 
矢 ， 这 些 知识 以 及 最 后 一 栏 中 使 中 不 变 的 操作 在 下 面 的 讨论 中 都 
ЭЕ 
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Ё|5.9-1 简 立 方 晶 格 的 布 里 调 区 图 5.9-2 体 心 立方 品格 的 布 里 瑚 区 


(2) 体 心 立方 格子 0% (简单 空间 群 ): 
= (j+ b, b,— Z (k + bD, 


b, = Z G + p. 
(2) 一 般 点 。 对 于 在 布 里 渊 区 内 波 矢 为 有 的 一 般 点 ,不 等 价 
的 ok 48 个. 
$ 5.9-2 体 心 立 方 布 里 浏 区 中 的 特殊 点 


k т a| TER ЛАКИН ааа 
л 
70—888) | р 8 E C:。 群 的 6 个 操作 
0<6<1 
(z, z, z) Р | жт, 群 的 24 个 操作 
2,0,0) H I 属 О, 的 48 个 操作 
(т 29 №) р 12 E С» 的 4 个 操作 
0«5А,«л/а 


ee 
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(b) 有 特殊 对 称 性 的 点 的 轨道 的 阶 。 

表 5.9-2 列 出 了 О 所 特有 的 特殊 对 称 扣 的 轨道 的 阶 ,至 于 和 
简 立 方 相同 的 点 ,就 不 再 列 出 ， 

(3) 面 心 立方 晶 格 О» (简单 空间 和 群 )， 倒 格 矢 


Ь-2(-14748) b=? i+ k), 


b = ZZ G + i — hk). 


一 般 点 与 有 特殊 对 称 点 (如 T， A, А, 瑟 诸 点 ) 的 不 等 价 的 ak 
数 , 以 及 使 不 变 的 操作 与 简 立 方 及 体 心 立方 晶 格 相同 。 表 5.9-3 


5.9-3 ШЗ УААН ІХ 
$w 5.9-3 面 心 立方 布 里 湖区 中 的 特殊 点 


ЖЭ ай 的 数目 
h 符 号 FS ана 使 上 不 变 的 操作 
(==, o, 0) x 3 Ж Da 的 16 个 操作 
(Z, =, 5) L 1 Ж Da 的 12 个 操作 
( = > 0» 2) W 6 ж D,a 的 8 个 操作 
< » 0, k.) Z 12 E C,, 的 4 个 操作 
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列 出 了 O; ВТ ARR КАНУА ЈИ. 

(4) WED АН Ta (简单 空间 群 )， 倒 格 天 和 面 心 立方 结构 
相同 。 由 于 点 群 7, 只 有 24 个 操作 ， 因 此 对 布 里 蛮 区 (与 面 心 也 
方 同 ) 的 一 般 点 ,不 等 价 的 aR A 24 48. K 5.9-4 列 出 了 有 特殊 对 
称 点 的 轨道 的 阶 与 使 和 不 变 的 操作 ， 


表 5.9-4 闪 锌 矿 结构 布 里 渊 区 中 的 特殊 点 


га. Ка ak 的 数目 БО 
k 符号 | GRR) ЕТЕН 

(0, 0,0) T l Ё Ta 的 24 个 操作 
(=, 0, 0) X 3 属 Р 的 8 个 操作 
(2, Z, Z) L 4 属 Сз, 的 6 个 操作 
a а d ， 

СА. А, Ж) Д 4 属 Сз, 的 6 个 操作 
СА 0, 0) 

п, < 27 ^ б 属 Cio 的 4 个 操作 
(А, k, 0) u 

<<. > Р 属 C， 的 2 个 操作 
( ёл » 5, =) 14 0 属 5, 的 4 个 操作 

Р Т. | | 


一 


(5) 金刚 石 结 构 О»: 0% 是非 简单 的 空间 群 。 基 矢 与 倒 格 天 
和 面 心 立 方 晶 体 相间 .在 空间 群 lal R, + x) 中 ,如 4 属 Т, Pt. 
1618, + т} 中 的 = 二 0 по 属 O, 群 中 与 To 群 不 同 的 元 素 ， 则 


r= (@+)+). 
在 布 里 渊 区 的 一 般 点 ,不 等 价 的 cg 有 48 个 .有 特殊 对 称 后 的 
不 等 价 的 wo 及 数目 与 面 心 立 方 晶 格 相同 ,这 旦 不 再 重复 。 至 于 使 А 
不 变 的 操作 ,下面 还 要 详细 讨论 ,这 里 也 不 再 列 出 了 . 
(6) 六 角 密 积 01, Скай зїн) ДЫ: 这 种 晶 格 属 六 角 晶 格 ， 
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Fp эг 


ЗУ rm FPE <“ 


&5.9-5 Л ЖИЛ ЗЭ ЖИ Эг 


3 
(0, 0, Худ 
О<А<] 
(9, JE» 0) 28 
2 0<А<1 
_ 2К 
(ут) 
Е <<! 
2 
(тр Эсе)" 
0«4«1 
2k 
УЗ? 0, 0) л 
2 0<А<1 
2 2 
(273727 43 a°, > 
O<k<1 
2 
уз) 
0<k<] 


U 


Жа ak ЖЕ 
(轨道 的 阶 ) 


1 


使 R 不 变 的 操作 
R Dcs 的 24 个 操作 
Щщ Der 0724 ТЕ 
E, D;s 的 8 个 操作 
E 的 8 个 操作 
Ë Da 的 12 个 操作 


Wm Da 的 12 个 操作 


Е Сь, 的 12 个 操作 
Б C,, BJ 4 个 操作 
R Ci。 的 4 个 操作 
Е Ci 的 4 个 操作 
R C:。 的 4 个 操作 
E Сз, ЧЄ 个 操作 


E C1。 的 4 个 操作 
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R 5.9-6 AMEFIA 24 Ч 9 993 на 


її 号 x 不 等 价 的 aR Ж 使 & 不 变 的 操作 


| — ——— F " - . — — L... 1232 


属 Се, BJ 12 个 操作 
E Св, 的 1 个 操作 
属 Civ 的 4 个 操作 
属 C:。 的 4 个 操作 
E, D, 的 6 个 操作 
R D, 的 6 个 操作 
属 Cey 的 12 个 操作 
属 C， 的 两 个 操作 
属 C， 的 两 个 操作 
属 С, 的 两 个 操作 
属 р, 的 6 个 操作 
属 С. 的 4 个 操作 


“ЗО = “ë xw M b w ú Z = ээ 
(Q М2 CN CA С CA w Му Му G l ка = 


2.9-4 KAARI Í АҢГА 


THERE u 
6 = ch, Е, = ia, = = G + V 3 j); 
相应 的 倒 格 矢 是 
2 27 шал. arf 2 ， 
' k, Б, a С Л: b. a (257) 


点 群 操 作 是 属 Do 的 操作 ， 图 5.9-4 画 出 相应 的 布 里 渊 区 。 对 一 
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艇 点 ,不 等 价 的 chR 有 24 个， | 

表 5.9-5 列 出 了 对 特殊 对 称 点 不 等 价 的 ah HARE k RKE 

JE. 

应 该 注意 ， 在 这 个 表 中 以 及 在 前 面 的 一 些 表 内 属 同一 点 群 的 
使 有 不 变 的 操作 ,由 于 波 和 拓 上 的 位 置 的 不 同 , 并 不 一 定 是 相同 的 ， 

(7) FERT Cu 非 简单 空间 群 ， 基 矢 ， 倒 格子 基 矢 以 及 操 
作 中 lal R, + ry) 的 < 也 与 六 角 密 积 相 同 , 布 里 浏 区 中 对 称 点 的 
符号 与 波 矢 位 置 与 六 角 密 积 也 相同 。 对 一 般 点 不 等 价 的 波 矢 ak 
的 数目 是 12。 Æ 5.9-6 列 出 了 对 称 点 的 不 等 价 的 ak 的 数目 以 及 
ША 不 变 的 操作 . 
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ША, A,，……Aij 是 正则 子 群 妃 的 属 同一 轨道 的 不 可 约 表示 ， 
D', D’, +, D! 是 相应 的 表示 矩阵 , 8 是 已 的 任 一 元 素 , 则 有 
DB)= DAPBAr), p= 1,2,: f, 4 6С, 
E {v5} 是 А КА, Д4, oh) 可 作为 A, Ж. 
МЕ 
(В), = ОА ВА) = | p Âr В.А,фіат 
= | (А›ФЬӘ* В(А,ф1)ат, 
故 可 取 {А4,фь} 作为 A; АЖ. 
同 理 可 知 , 对 于 任意 两 个 互 为 共 罗 的 表示 A; 和 Ai 便 有 
р (АЭВА)- рі (В), AEG, Е 
若 {фФЬ} 是 A; 的 基 矢 , 则 4g} 可 作为 Ay ШЖК. 
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设 正则 子 群 瓦 的 元 素 为 B. B, `. B, Br, АЖ СН 
Е— TR. 2 АВ,А = В,, r= 1,2, tth; ДІ B, 5 В, 对应， 
WIA B,(r = ], 2, `` A) ЖЫ Б» Н AIJ He T E£ H', Н = АНА. 
由 于 H' 与 只 同 构 , 妃 的 不 可 约 表示 Ai 也 可 作 H 的 不 可 约 表示 ， 
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ЯЛС ЫН НМ 20800218 R ЖДУ. 设 A; 3 Ж 
D!, 则 要 求 DB,) = 10583), XH T HE YEDI FEE, B, Jy e H 
中 的 元 素 ( 妈 H' = Н), 1 B, = Ba, ТЕЗ ЕН Л ИҢ 
О В.) = Di(B,). “ЖЭ ЭЕ A u] Ж, КОЙА ЛУТ H RJ 
某 一 个 不 可 约 表 示 。 如 果 这 个 不 可 约 表示 与 A; 不 等 价 , 设 为 Ан, 
BIDI (B,) 一 Di(B,)， 则 Aj 和 A; EENT GORE; 或 
者 这 个 不 可 约 表 示 与 A; 等 价 , 这 种 情形 将 在 下 节 讨 论 ， 总 之 ， 对 
G 的 所 有 元 素 而 言 , 从 其 中 菜 些 元 素 可 得 到 A; АЈ, МЗ 
外 的 元 素 则 得 到 与 А, 等 价 的 表示 。 


6510 第 二 类 小 群 


为 了 便于 讨论 如 何 求 得 空间 群 的 不 可 约 表示 ， 本 节 先 介绍 第 
二 类 小 群 及 其 有 关 人 性 质 ， 
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Ж A, 是 群 G 的 正则 子 群 互 的 某 个 不 可 约 表示 ，D(B) 是 具体 
的 表示 矩阵， 如 果 群 G 中 有 元 索 4， 对 已 中 的 任意 元 素 B 均 能 使 
D'(A BA) 等 价 于 DB)， 用 如 下 和 他 号 表示 之 : 

Ги АВА) = :р‘(В), ВЄН, 466, (5.10-1) 

则 可 以 证 明 ,所 有 满足 上 式 要 求 的 元 素 4 的 集合 组 成 群 , 称 为 群 С 
相对 于 A, 的 第 二 类 小 群 , 用 LTA) RER. 

式 (5.10-1) 说 明 , 如 4 为 第 二 类 小 群 LE (Ai) лж, 

A € LY(A;), 


则 在 正则 子 群 互 的 不 可 约 表 示 A 中 ,元 素 B'= ABA 与 元 素 В 
具有 相同 的 特征 标 . 这 样 , 如 令 (АВА) = D”(B), B ik D' 的 
基 矢 为 (|, 则 式 (5.10-1) 表明 , 建立 在 (5) Ено D'O) 与 建 
УЖ Аф.) 上 的 DO) 是 等 价 的 ,具有 相同 的 特征 标 , 因为 


т 


D'(B),, = | p'* Bo: dr, 
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+ 


Р*( АВА )„„ = | p'* Â~ B Âp! дт 
== | (А, )* Ê( Аф! )ат 
= Р (В)... 
ШЖ А, 是 一 维 的 , 则 趟 (5.10-1) 变 成 


р‘ АВА) = D”“(B) = D:(B). 


Ч, 由 式 (5.10-2) 可 见 , 满 足 
Аф, === З 7 


的 元 素 4 组 成 第 二 类 小 群 , 上 式 中 6 为 蘑 实 请 数 . 


(5.10-2) 


(5.10-3) 


(5.10-4) 


不 难看 出 , КУРЕН, 由 于 同类 元 系 的 特征 标 相同 ， 
日 中 的 所 有 元 素 都 满足 第 二 类 小 群 定义 的 要 求 , 风 昌 必 在 LICA, ) 
中 , Б L'A) 的 正则 于 群 。 通常 将 商 群 LANH 称 为 第 


一 类 小 群 . 


例 点 群 0 的 第 二 类 小 群 。 点 群 0 具 有 24 个 元 素 , 可 分 如 下 


五 类 ， 


5С: A, Ay А, 
xyz, хус, хус: 

6C: 4, 4, 4, 4, Ais А,» 
XZY, ухв, хоу, ZYX, зух, yxz; 

6 C;: 4, Яв 4, Ais A. А» 
ух, вух, ZYX, Хху, ZY, ухг: 


8 С: 4, 4, 4, А, Aiz 4, 


сху, ухх, Zry, угх, сху, ухх, аху, ухх, 


HRED (由 E, А, Ac 和 45 组 成 ) 是 0 的 正则 子 群 。 这 里 
再 将 D, 不 可 约 表示 及 可 取 的 基 矢 列 于 表 5.10-1. D: 所 有 四 个 不 
可 约 表示 AG = 1,2, 3,4) 都 是 一 维 的 ， 根 据 式 (5.10-4), 很 


容易 找 出 相应 的 第 二 类 小 群 L'UCA;). 


LYA) 即 操 群 0 本身， 因为 后 群 O 中 的 所 有 操作 均 使 基 矢 
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p = х + y' + 2° ДЖ, 

Ї.СА,) RIA E, 4, Ass 4:, 46, Avs А 和 Ais» 这 些 
操作 使 基 天 z 不 变 或 只 改变 符号 ， 

L'WA,) 36566 E, 4, А», Ав, A, 45», 40 和 As. X 
些 操 作 使 基 和 天 y 不 变 或 只 改变 符号 ， 

LI(A,) 63573 E, 4, А,, 4 Ag, Аз, Aa 和 Ar, 这 
学 操作 使 基 天 zx 不 变 或 只 改变 符号 . 

表 5.10-1 D, НЕ} 


Е A A: А,» 

х* + у + 2° А | 1 1 1 
Х А, 1 1 -1 -1 

2, 1 -| -1 | 

£ A, 1 -| 1 -1 


5.10.2 空间 群 的 第 二 类 小 群 一 一 波 矢 群 G, 


55.2 中 已 指出 , 平移 群 了 是 空间 群 G 的 不 变 了 于 群 。 平移 群 的 

不 可 约 表示 都 是 一 维 的 ,用 波 和 拓 尼 标志 . 

{el R, ET, 

(818) є G. 
根据 定义 ， 如 (1>*】} ЕГНХ ГЭР ЕАК ЈК А 的 第 二 类 小 
群 , 则 应 满足 条 件 式 (5.10-3), 即 

D*({elR,}) = с! R, = DMA({BIb} ЧЕК, } 
-18151) = РА {еВ р) = et Rs = eh Re. 

由 此 得 点 群 部 分 的 操作 6 应 满足 

8В-48--К,, (5.10-5) 
K, EERBARE. 8 满足 上 式 要 求 的 所 有 操作 1815) 组 成 空间 
群 相 对 于 波 矢 玉 的 第 二 类 小 群 , 常 称 之 为 波 矢 群 , 用 Cr 代表 .$ 5.9 
所 列 诸 表 的 最 后 一 栏 已 列 出 了 满足 式 (5.10-5) 的 8 所 展 的 后 群 ， 
应 该 注意 ， 对 于 不 同 的 对 称 点 足 ， 属 同一 点 群 的 元 素 P 不 一 定 是 
完全 一 致 的 。 例如 简 立 方 的 5 点 和 2Z 点 的 G。 中 的 8 都 属 点 群 
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Ca, fB S 点 Gs 的 8 包括 使 (xyz) 变 成 (zzy), (уха), (хуғ) 以 
及 (yxz) 的 四 个 操作 , 而 Z 点 Gh 的 则 是 使 (xyz) 变 成 (xyz), 
(xyz),《xyz) 以 及 (xyz) 的 四 个 操作 可 见 二 者 并 不 尽 相 辣 ， 


5.10.3 35 32 


ША, Ам, АЖ G WO KE ЖЕН ТН-Эл УН 
不 可 约 表示 , 则 G 相 对 于 А, 的 第 二 类 小 群 工 (AD)G = 1,2, …， 
1) Z B] i Ik 2 Jk Е, ER 20) G BJ F] 3E R. 

ДХ D'(B) 为 A; 的 表示 矩阵, Be H, HLG = 1,2, +, f 
J= 1, 2,+++,{) 代表 L(A) 的 元 素 , /为 L™(A;) ЮЖ. A 
A, 和 A, 为 例 。 按 第 二 类 小 群 的 定义 , LA) 的 任 一 元 素 Le W 


Е 

| D'(L;'BL, ) == ГВ), (5.10-6) 
由 于 A, 5 А, 同属 一 轨道 , 故 在 G 中 可 以 找到 某 元 素 。 设 为 4,， 
使 得 对 瑟 中 的 任意 元 素 B 均 满足 


D'( А5:ВА,) = РВ). 
根据 上 式 及 式 (5.10-6), 注 意 AZ'BA, €H, 得 
D'[ L; (47 BA Lu] = :Р(АГВА,) = D (B). (5.10-7) 
另 一 方面 
Р (Az 'BA,)L i] = РАРГА, A; BA: Lu A; 4A] 
=—D'[Ar (AsL A7 ) 7 В(441.,4:1)4:1 
= D?[( A;L,,A;12 BC ALA7)]. (5.10-8) 
比较 以 上 二 式 知 | 
D'[( A;L,, Az!) 'B(A,L i A;z'3] = 402(В)... (5.10-9) 
根据 定义 ， 上 式 表明 元 素 AL, A; 必 为 相对 于 А, 的 第 二 类 小 群 
LICA,) 的 元 素 , 可 记 为 Lu: 
Їл, = A,L,,A;.. (5.10-10) 
由 于 * 为 一 任意 标号 , 便 得 到 LTC) 5 ДА) ВЈ Р 
FA 
1."(А,) = A;L'(A,)A;:;', (5.10-11) 
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而 式 (5.10-10) 则 表明 元 素 之 间 的 同 构 对 应 关系 . 
T ЖА | — AR HEH > ШЖ. 
D'(47'BA;) = Di(B) Aj;€ G, (5.10-12) 


则 有 
L(A;) = AiL (AD)A7. (5.10-13) 


当然 ， 任 意 两 个 第 二 类 小 群 LIA) 与 LI, (А, Ai 属 同一 
轨道 ) 也 是 同 构 共 统 子 群 . 

如 将 G 对 LYCA) 作 陪 集 分 解 

G = L(A) + AzLU(A,) + + A;,ALW AA ,), (5.10-14) 
则 可 以 证 明 , 只 要 在 上 式 中 适当 安排 А, 的 次 序 , 各 陪 集 代 表 4; 30. 
是 满足 式 〈5.10-12) K (5.10-13) 式 要 求 的 元 素 ， 因此, g/1=f, 
ВІ А; 所 属 轨 道 的 阶 . 

例 D: RAR OWENT, 由 定义 可 知 D, 的 不 可 约 表 未 
А, A, ЖА, 0] — 908, == 3. 因此 ДА), LYCA) 5 
LECA) ОЮМ ТЕ, УА Р, А, 群 阶 1 一 8, WA 
E g/l 一 了 的 关系 ， | 

平移 群 了 是 空间 群 的 正则 子 群 ， 由 波 失 А ЙАН n] PJ KOR 
所 属 的 轨道 ， 即 波 矢 星 ， 由 不 等 价 的 о, 组 成 , a, 为 空间 群 元 素 
(в,|4,) 的 点 群 操作 部 分 . 

~ = E, 
s R >= R + K, ,2 3 .| (5.10-19) 

тх уЗ, В k ARJAN. 

因此 ， Жн АРА Л АШ Саад» › =l, 2, 
+, m; Gan 的 元 素 包 括 18,186), 451, 2,1,1,1 IERE 
的 阶 ,而 Bri 满足 


Вга, Е == ok + К,. (5.10-16) 
由 上 面 的 讨论 可 知 , 如 空间 群 的 群 阶 为 8， 则 有 
g = mi, (5.10-17) 


5.104 可 人 允许 表示 
(1) EX: Ж L(A) 是 群 G 相对 于 不 变 子 群 召 的 不 可 约 表 
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示人 的 第 二 类 小 群 ,了 为 L(A) өЖ-- A ЈК, T X H 2) 
ж Ии T, ЯЛ 
I: = nA, (5.10-18) 
n 为 任何 正 整 数 , 则 称 了 工 为 第 二 类 小 群 的 可 允许 表示 ， 
例 12(А,) 是 点 群 O 相 对 于 正则 子 群 D, 的 不 可 约 表 示 
A 的 第 二 类 小 群 ， 已 知 L (A:) 5 р, Е, ж 5.10-2 列 出 了 
LU(A,) 的 特征 标 ， 


家 5.10-2 L(a.) 的 特征 标 


Ë | 4. 4,4, A.A... 4,4, 
Г, 1 1 Ї 1 Ї 
Г, 1 1 1 一 ] -1 
Г, | 1 -1 1 -|1 
Г, 1 | — ] -1 | 
Г, 2 — 2 Ü 0 0 


同 表 5.10-1 对 照 , 可 得 

I: = A, T: =A, Г; = A,, Г} = A, L; = A, + А, 
ИП Г, 和 TT 是 可 人 允许 表 不 ， 

同 理 可 求 得 和 A， 属 同一 轨道 A, 与 A 的 第 二 类 小 群 的 可 人 允 

(2) 可 人 允许 表示 基 矢 间 的 关系 : W Al (i 一 1, 2,.…,/) 为 
正则 子 群 忌 属 同一 轨道 的 不 可 约 表 示 ，D'(B) IRRE, B € H, 
LYCA) 为 相对 于 А; 的 第 二 类 小 群 , 且 {Фф} 为 LTA) 可 允许 
表示 了 工 的 基 矢 ，& 一 1, 2,511, t, 1 为 的 维 数 , 则 {Ауф} 就 可 
RA LIA) 可 人 允许 表示 的 基 天 ,其 中 A; 满足 

Р АГВА,) = Р!(В). (5.10-12) 

按 可 允许 表示 的 定义 ， 己 一 zzA。 8 M!(L,) 为 与 了 相应 的 表 
ТЕВЕ, 55-41, 2, 151, 1,4 为 第 二 类 小 群 LA;) КИ. 由 
于 L(A) 彼此 同 构 ,i? 1, 2, +6, 17-81 DERE M L) 也 
可 用 作 LI) 的 某 一 不 可 约 表 示 T HOEREER, 551. 我们 首 
ЯАГ ЧА) 的 可 人 允许 表示 。 如 将 三 的 定 阵 表示 写作 
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N Lp)， 上 上面 的 讨论 便 可 归结 为 

MI(L,) = МІ), (5.10-19) 
Li 为 上 (Aj) 的 元 素 ， 

Li = A;L,,A;', 
显然 ,如 Li = ВЕН, WJ Le = АЛВА, = В Н ОЖ, PH 
ВЕН, Iki r 15 T' ЭЕ ЖЭГ НЫ Жл Г 与 六。 由 式 (5.10- 
19) 可 得 T 的 特征 标 X (08) 为 
Х"(В) = 2 NU(B), = У) М"СЄВЭ,, 


= XT:(B') = nX5(B'), (5.10-20) 
上 式 中 最 后 一 个 等 式 利 用 了 Г 一 вА, 
由 于 4; 5 А, 属 同 一 轨道 ,由 式 (5.10-12) 有 


XA (B) = XS AIBA; ) = Xe) (5.10-21) 
代 人 和 人 式 (5.10-20) 得 到 
ХВ) = nX° (B), (5.10-22) 
即 
Г" = nA;, (5.10-22)) 


HT U E АКА) АЖА), LAERA r E LA) 的 可 
人 允许 表示 ， 并 且 其 对 正则 子 群 的 分 导 表 示 具 有 与 (А) 89917 
FRR TAAA n. 
ЭР ЖЕЛ {pl} ЇЧ, ДКА) EDERT THERN nf 5 
成 
MCL ) == | pžL pldt, (5.10-23) 
根据 式 (5.10-19), 并 注意 到 L; = ALA EE LIC) 可 
允许 表示 T 的 起 阵 元 
NT (Lj) 一 | pu (A Li Ai) guat 
== | С4рьут Сурч). (5.10-24) 
上 式 即 表明 ,可 用 {Афр} ЇЕЖ LTG) 可 允许 表示 的 基 天 ， 
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(3) 巾 可 允许 表示 诱导 得 到 的 群 G 的 表示 是 不 可 约 的 : 
由 于 (А) 证 C 的 子 群 ,可 以 从 ZL СА) 的 不 可 约 表 示 出 发 诱导 
HEGER. MERTEN, WM LICA) 的 可 人 允许 表示 了 出 
发 诱导 得 到 的 表示 满足 式 (5.8-1a) 的 要 求 ,因而 必 是 G 的 不 可 约 
为 此 ,将 G 对 LIC A) 作 陪 集 分 解 
G = ҚА) + A;L'U(A)-+ .++ A,LU(A), 
S LA) 可 允许 表示 了 的 基 天 为 (po, = 1,2, ts, MJ 


> ж — > > COET 


Х р | (Ap)*ËCAs9,)a |, (5.10-25) 


HH EI ALAJA 和 ALAA 的 公共 元 素 ， 
БєЄА4Л(А)421(1455.ХСА)48. 

由 前 面 的 讨论 知 ，4。 CA)4a 恰 为 相对 于 和 入 属 同一 轨道 的 总 
的 男 一 不 可 约 表 示 A, 的 第 二 类 小 群 , 记 为 LA。), 即 

A.L'(A)A7 = L(A). 
同 理 

4,1./1(А)45 = ІА), 
因此 

¿= L'"(A)NL' (Ag), 

Н. 14мрь) 与 {Авр} 可 分 别 取 为 1.ЛСА6) 5 LYCA) 可 分 
许 表 示 Г, 与 Tg 的 基 和 拓 。 因 此 , 由 式 (5.10-25) Ч hl, Xa (£) 就 是 
Г. 的 特征 标 , 同 理 Xp(#) 也 就 是 Fe 的 特征 标 ， 

不 难看 出 ， 由 于 正则 子 群 互 也 是 第 二 类 小 群 的 正则 子 群 ， 
1.ЛСА,) 5 L"(Ag) АЖЛЫН НАЈТ ЈЕ. EA 
лж Pà €J 8 H ri JÚ 1:011-9121:! 

£ e€ LU(A,) r YLU(A,) = H 
时 , 式 (5.10-25) 中 的 Ха (2) ME T. А] Н} УКАЕВ. Ж 
言 之 ;此 时 
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Х (£) = nX E), 
Хь(5) = uX), 
БЄН, 
Xa 55 Xe ДА, 与 Ar 的 特征 标 。 因此 ， 由 不 可 约 表 示 的 正 交 
性 得 
2, xL (£)*X (£) = п 2. ХА(Е)Х (Е) = 0. (5.10-26) 

ТРИЕ ЧТЫК, L(A) 5 LYC) 尚 包含 其 他 
公共 元 素 的 情形 ,容易 看 出 ,所 有 公共 元 素 的 集合 M( 当 然 鼠 EM ) 
也 组 成 群 ,5 见 M 为 LAMA。) 5 L(A) 的 公共 子 群 。 这 时 我 们 也 
可 证 明 

2, X. CENX (£) = 0 


邑 由 可 人 允许 表示 必 能 诱导 出 群 G 的 不 可 约 表 示 . 

不 仅 如 此 ， 群 G 的 所 有 不 可 约 表 示 都 能 通过 第 二 类 小 群 风 可 
允许 表示 诱导 出 来 ,这 里 不 再 作 详 细 介 绍 。 由 于 子 群 的 群 阶 较 小 ， 
通常 在 群 阶 小 的 情形 容易 求 出 群 的 不 可 约 表示 。 这 样 ， 上 面 的 讨 
论 就 提供 了 一 种 通过 作为 G 的 子 群 的 第 二 类 小 群 的 不 可 约 表 示 ， 
诱导 得 到 群 G 的 不 可 约 表 示 的 方法 .在 下 一 市 里 我 们 正 是 利用 这 
一 方法 , 通过 空间 群 的 第 二 类 小 群 , 即 波 矢 群 G, 的 可 允许 表示 来 
求 得 空间 群 的 不 可 约 表示 ， 

例 LICA) 为 点 群 0 相 对 于 正则 子 群 D, 不 可 约 表 示 A 的 
第 二 类 小 群 , 在 前 例 中 已 求 出 LA) 的 可 允许 表示 为 和 
根据 式 (5.7-1) 可 算出 由 TD 诱导 得 到 的 后 群 0 的 表示 特征 标 为 

XA(E)=3, Х(3С,)--1, X!(6C,) = 1, 
Х!(6С;) = — 1, Х!(8С,) = 0, 
而 由 Г» 诱导 的 结 采 则 为 
Х(Е)--3, Х(3С,--1, X(6C) = — 1, 
Х/(6С,) = 1, ZX!(8C,) = 0, 
与 第 一 章 所 列 点 群 特征 标 表 相对 照 ， 可 见 正 是 点 群 0 的 不 可 约 表 
7R Гь А Г, 


» 388 ° 


6511 简单 空间 群 的 不 可 约 表示 的 诱导 


由 前 几 节 的 讨论 可 得 到 空间 群 不 可 约 表示 诱导 的 方法 ， 

(1) 空间 群 的 不 变 子 群 是 平移 群 ， 平移 群 的 不 可 约 表示 用 А 
来 标志 , 为 了 诱导 空间 群 的 不 可 约 表示 ,应 先 求 出 相对 于 不 同 波 矢 
k 15 ЕЖЕ G。《 即 第 二 类 小 群 )， 因为 G, 包括 的 元 素 一 般 比 G 
少 , 所 以 由 Gs 的 可 允许 表示 来 诱导 G 的 不 可 约 表 示 比 直接 求 G 的 
不 可 约 表示 容易 . 

(2) 求 G4 的 可 人 允许 表示 ，G4 的 元 素 具有 形式 (015), Hp 
8 满足 8k = kt ki, K, 为 倒 格 和 拓 ， 对 简单 空间 群 56 = R,， 转 
动 操 作 8 组 成 的 群 为 三 十 二 个 点 群 之 一 ， 商 群 G,/ T 与 {810} 组 
成 的 点 群 同 构 。 设 该 点 群 的 不 可 约 表 示 为 R. 

可 以 证 明 与 Ga 的 可 允许 表示 了 相应 的 矩阵 D 可 写成 

Р({616}) = е К(82, (5.11-1) 

证 ”如果 | 
Р((8:/5,)) = е КС, 
ГР ((8:15,)) = eË RCB), 


则 
рРС(6,(51) . D((6,.|b,!) 一 ehb toed R ( В), 
由 于 
рС(8:16,) . 18:15-1) = ГС(8:8:18:5, + 5)1) 
== pAb, tb). Ё(8,8:). 
m B 


а 1 
cih: Pb, -- ЯМ h.b, 


bb 为 格 矢 , 故 e Ah = 1, 
因此 ， 


= pi hth) 5, 


сій `8, == ehib, 


(8,1 6,.})06С{2,16,)) == О({8,.16.}{8,16,}), 
ВЛ ре оС [6)) 构成 群 , 可 作为 G, 的 表示 。 叉 ,由 于 是 不 
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可 约 表示 , 易 证 ОСІБ) 也 是 不 可 约 的 。 若 设 DUELE ЁС) 
与 平移 群 玻 矢 呈 的 不 可 约 表示 的 特征 标 分 别 为 Х°&({2]Ь}), 
Хв) 5 ХЭ 则 由 于 elb} = е6, 1085 
Х58(19151) = x*({elb})x (8). 
对 平移 群 的 分 导 表 示 的 特征 标 为 
ХӨӨ telp) 一 Metslp)X (е). 
因为 元 素 6 的 特征 标 必 为 正 整 数 n, RASE 018156)) 相应 的 
表示 了 和 祷 足 可 允许 表示 的 条 件 . 
对 应 于 点 群 不 同 的 不 可 约 表 示 Ri(i =1,2, r) ТЕҢ МА 
的 可 人 允许 表示 T;。 下 面 将 进一步 证 明 , T(t = 1,2,3 ) 便 是 
Gs 的 全 部 可 允许 表示 ， 
我 们 首先 证 明 , 如 LICN 为 相对 于 不 变 子 群 吾 不 可 约 表 示 
Ai 的 第 二 类 小 群 ， 则 由 Ai 诱导 的 LMA)) 的 表示 А} 1.1 СА) 
不 可 约 表 示 的 简约 中 只 包含 可 允许 表示 的 分 量 ， 
按照 式 (5.7-1) ,得 L'ICA;) 中 元 素 4 的 特征 标 


X'(A) = т У! (В), (5.11-2) 
B! € v 


ZEAR LYA) 的 第 ?类 ，hy ЮКИ, В 为 互 中 的 元 素 ， 在 
LA) 中 同属 第 vz 类 ,Xi 为 日 不 可 约 表示 A; 的 特征 标 ， 1 М А 


分 别 为 LA;) 和 互 的 群 价 . 
由 于 4,B’ 在 L(Aj) 中 同属 一 类 , 故 电 可 找到 R e LA), E 
RAR = B', 
ЯУ 4 一 BE 万 ЇЙ 
| RBR = В', (5.11-3) 
又 由 第 二 类 小 群 的 定义 可 得 
Di(R-'BR):=:Di(B), (5.11-4) 
因此 | | | 
Х(К“ВКЕ)- Xi(B’) = ХВ). (5.11-5) 


代入 式 (5.11-2) 得 


] | ] Р 1, 
ХОВ) = —— S Xi(B) = -—hvXi( B) = — xi( B (5.11-6) 
(B) тэрэ (B) hhv ) h ), 
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ВТ Н Ж LA) 的 不 变 子 群 , 因 而 必 包 含 LA) ОК 
关 , 即 Уј 一 这 一 性 质 。 注意 ， 上 式 中 B eH， 因 而 实际 上 


Х'(В) 就 是 АРЕ ЫН Жл АГ? 的 特征 标 , 从 而 得 到 
A!) = PA;, (5.11-7) 
其 中 Р == 1/5, Жу-1Е 4. 
另 一 方面 ;将 А) 6 LA) 的 不 可 约 表 示 T; 简约 , 设 为 
A! = Xb;;T;,, (5.11-8) 


则 得 
А! = yb; Pe, (5.11-9) 


这 里 Г”? 为 LWCA;) 的 不 可 约 表示 T; 对 子 群 及 的 分 导 表 示 。 将 式 
(5.11-9) 代 入 式 (5.11-7) 得 


> bi Ti = PA;, (5.11-10) 
但 一 般 可 令 
Г? = > аА, (5.11-11) 
k 
因而 
У) Бад, = РА, (5.11-12) 
ik 
注意 ,所 有 的 简约 系数 b; 与 ar 均 应 为 正 整 数 , 上 式 要 求 
а 一 абу, (5.11-13) 


代入 式 (5.11-11) 即 得 到 
Г = анд, (5.11-14) 
ЕХ A i LTC) 不 可 约 表 示 简 约 的 分 量 必 为 可 允许 表示 ， 
这 样 , 如 以 As IFE T IS А Пу УК, ПП A; 
为 由 Arf FRE Gi 的 表示 , 按 上 面 的 讨论 可 知 
AL = DasT;, (5.11-15) 
其 中 求 和 遍及 所 有 的 可 人 允许 表示 ， 


241. срж І - 
а = „дд. Х9мЖ(181513Х1((815)),,/(5.11-16) 


其 中 Ж САЈИ, ХРА Ej X, 分别 为 了 与 Ak 的 特征 标 。 由 式 
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(5.7-1) 可 知 ,只 有 Хү 15) FRAR. ekt 
Асер) = У х, 


Варьжт Л, h A {elb} 在 Gs 中 所 属 的 第 v 类 的 阶 ， 第 ， 
类 的 元 素 在 7 中 分 属 的 类 以 w 表示 ,ho 是 第 v 类 的 阶 ， HTF 
移 群 h, 一 1, 若 第 v, ROTRA lel Rop}, 则 Az 的 特征 标 
Ху = ХЕК, |) = с! 5», 
而 由 式 (5.11-1) 可 得 
ХРВ((6Б)) = e* bx (e), 
яар x, 为 R, 的 特征 标 ,Xi(e) = 4;,‚ d; 为 R, 的 维 数 , 因 此 


kh. 1 h. 
a; = > pih b. 4 : 5D) eih Re, 


(516161 р TET 
由 于 Gy 中 与 1618) 属 同一 类 的 元 素 (6| R, 具有 相同 的 特征 标 ， 
ХӨв((6|Б)) = xoh({ elR,.}), 
гаг (в) = ek ®›,Г,(в), 


Вр 
**— ейт, 
а; = 5 4 Эвий 52267 
tiber ЛЛ» 
= У “g, =d, (5.11-17) 
‘el byer ЛЛ» 


由 R, 的 不 可 约 性 知 ха = g ,8g 为 点 群 群 阶 ， 即 商 群 Ca/7 
НУВЕРТ, X, 由 式 (5.11- DAT 的 维 数 也 是 4;, 考虑 直接 和 


а,Г, = S'ar;, (5.11-18) 


i=l š = 1 


显然 这 是 Сь 的 一 全 可 约 表 示 ， 维 数 即 为 & ， 另 一 方面 ， 由 本 A, 
都 是 一 维 的 ，A% 的 维 数 就 应 等 于 商 群 Cs/ T 的 群 阶 , 即 Ak 应 是 
g ЗЕК. 这样， 对 照 式 (5.11-15) 可 知 , 所 有 的 可 允许 表示 都 可 表 
达成 式 (5.11-1). 

(3) 将 G 对 G, 作 陪 集 分 解 。 


• 392 • 


бал АНЫ оо 
шэн T, 根据 式 (5. 
= G, + {в,|а, e 5 

i ененин, ив бин 
Doon la), 18151169 
| :wa (| үгү ° 
D'( {ala} рь,» | 21818): 
и аппа отан халад N 

майл 181611, == ° 

此 时 


И Lu ) 
DO са ) , D({B8I BY у„„. | 
Є | } Рт'.9п | | | 
| = РА: 1 s | | 
ИГ 2-2 EF, 者 | | 
| 二 维 


. 
ы | . 


sy 
. Js 
а, > 
"P й 
«, ө 
СЕ 5 
сс, 
77 
ОВ, 
h, 
ku 
As 
-ke kz 
5.11- 
КЫ >. 
5.11-1 
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操作 的 形式 是 lal R,}, №, = pa + Ата, a 为 表 5.11-1 所 列 的 
操作 , 布 里 浏 区 各 对 称 点 如 图 5.11-1 所 示 。 各 操作 对 布 里 调 区 中 
ERER RAIEK aE 5.11-2 所 示 。 下 面 将 讨论 如 何 诱导 布 里 洲 
区 不 同 点 的 不 可 约 表 示 。 

(i) 不 其 有 任何 对 称 性 的 点 

ERE GI 只 包含 平移 群 CGT, 即 空 间 群 的 不 变 子 群 本 喘 ， 
因此 G, (Bl T) 的 任何 不 可 约 表示 都 是 可 允许 的 表示 。 这 些 表示 
8—8, Del R, 11 = eh: Ra, 

将 空间 群 对 工作 陪 集 分 解 ， 

G = {al0}T + {а [ОГ +--+ {ol0}T, (5.11-21) 
根据 式 (5.11-19), т = п = 1, 可 将 下 标 略 去 ， 空 间 群 诱导 表示 
是 D'[{alR,}], RAA (|К, {os10} = {a| 0HE Rn} WJ, 
р" (а|Ё,)ьс = ес! 8%, 由 于 R, = оК, 

Р![{«|К„}] = ep №, 2 + о = Gp, (5.11-22) 
下 面 写 出 两 个 操作 s 与 a, 的 不 可 约 表 示 . 
а= g, ЖЖ а = as, ОЛЦЦ6|Ё, 116, 才 不 是 零 ， 


ЭЦЕТЛЭГ НЭГТГЭЛ, ДЭ б,„, (5.11-23) 
‘В. Rn 
pih, R, 
eh . R, 
D'[{elR,}) ын . , 
eh; R, 
(5.11-24) 


k; = ask, P =1, 2, 1., f. 
如 a = a, g 5 РДЕ 
Atg = üp, 
ДИИ Э| 8 БЭЛ, (Р, g) 是 可 能 的 : (5, 1). (6, 2). (7, 3) 
(8,4),(1,5)402, 6),(3, 7)、(4, 8). 
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D'i {æl Rs = 


7 0 1 0 0 eikiRs 0 0 0 
0 0 0 0 0 eitran 0 0 
0 0 0 0 0 0 «256 0 
0 0 0 0 0 0 0 «25, 
“28.00 0 0 0 0 0 0 (5-11-23) 
Ü “AR, 0 Ü Ü 0 0 0 
0 0 elk; К, 0 0 0 0 0 
0 0 Ü ы ејёв" Ка 0) о0о 0 


在 此 情况 ,空间 群 不 可 约 表示 是 8 维 的 ， 
Gi) Ад, ER R, 在 布 里 渊 区 的 对 称 轴 上 


0< |А | < = 
а 


5 СА, 是 tcl| К„}, {os | R, ， Су/Т 包括 с; 和 а, СТ 的 不 
可 约 表示 有 两 个 ,特征 标 表 如 表 5.11-2, 


表 5.11-2 
А, 1 1 
А, 1 -1 
各 操作 对 R, 的 影响 是 : 


a h, = ak, = R, œk = œk, = k, 
сЁ, = ask, = k, ask, = a,R, = R. 
k., ki, kı, Е, АБАУ XE , Grs Са, Са, Gh, EAA T EF, 
相应 的 元 素 是 : 
{| К„}, (a, | Ra}; 
fal R,}, {clR,}; 
{alR,}, {aslR,}; 
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{a | R,}, CALAS 
Dh[(e|R,)] = eih Г, (e) = еа Ra, T, = A, A, Dh 及 Dh. 
都 是 Ga, УР 2 Р 5 28. 
将 G 对 G, ТЕШ Ж 38: 
G = {@]0}Сь + (а:101С, + {al 0}Ga + (041016,, 
(5.11-26) 
这 里 a, = о, G, 一 my ai == у, а, = о, 根据 式 (5.6-2), 只 有 当 
(а 10НЕ16} = {alR,}{es10} 时 诱导 的 不 可 约 表示 
~ ФчЦЦо|Ё,) ын 
才 不 等 于 零 ， 
B=a,0; b= а Ё,, 
此 时 Dulal R,} le = D{815}。， 下 面 我 们 以 {ms1R,} 为 例 ， 写 
出 由 Di: 及 D: 诱导 的 空间 群 的 不 可 约 表示 。 
由 于 
001 一 Atg, 503 一 010; 
05005 = Ot, GG, = QG, 


H Dk: 诱导 的 G 的 不 可 约 表示 


0 0 давж, 0 | 
iak . R 
0 0 0 2 i п 
Р {а,| К, }] = ish R, › 
e 0 0 0 
0 ia h e R, 0 0 
I (5.11-27) 
由 Dš, 诱导 的 G 的 不 可 约 表 示 
0 0 — pih їл 0 
, 0 0 iah R 
Dhila i МЭ = ia hk . Rn 
一 33 Ü () 0 
0 өй. R: 0 0 
(5.11-28) 
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由 于 G,/ T z 


7, С, АЧЛАЛ T ER, ХТА 


作 * 空 间 群 有 两 个 四 维 的 矩阵 . 
(18) 波 矢 h 在 布 里 湖区 边 的 中 点 上 , 即 X 点 ,处 一 了 一 ， 波 
BE С 的 元 素 为 CALAF {0,1К,}, CALAF la| К, }. НХ 


种 群 称 作 X PE, 
Ga /T 的 四 个 不 可 约 表示 如 表 5.11-3, 


5.11-3 
家 k; 
| 

“, ex С 4 Œg 
x | 1 1 211 | 
ki 

X, Ї -1 -| Ї 

图 5.11-4 


Съ, 的 可 允许 表示 РААК, р) = eh АХ (8), G, 5 
Gs, EHETE СА, = о), 将 G 对 G, FREDE, 


的 不 可 约 表 示 。 


C 一 tal0lca + {ei| 0}Gh,, (5.11-29) 
a = ac。 下 面 我 们 求 由 DAG 一 1, 2, 3, 4) 诱导 的 G 中 le,|R,) 
eih R, 
Dhila |.) = LR o) (5.11-30) 
R 


其 中 А, 一 


( 
Dn[la,|R,)] -( a МЭ? (5.:11-31) 
1-0, 


Daila l R} em (5.11-32) 


DN[la,| R,}] = (>, к, Ма (5.11-33) 
=, k, hÉ X AB RE. 对 每 个 操作 ， 空间 群 不 
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可 约 表 示 是 4 个 2 维 的 起 阵 , 
(iv) k, == 0, BN T AR R =j + А (М Ж). Съ ын 
G, Ga / T НУ РЕАЛ HR 5.11-4 


= 5.11-4 
а | Фуу б Qas ©, Cy Q 
M, T, 1 1 | | 1 
М, Г 1 | 1 -| -1 
M, Г, ] l -1 I -1 
M, T 1 l -1 -1 1 
M. Г 2 -2 0 0 0 


空间 群 的 不 可 约 表 示 即 玻 和 天 群 的 可 允许 的 不 可 约 才 示 
р84(1-1,2,---55), 
Di (о | Ё, | = eh К». Ti( 或 M;). 
可 见 , D'[{e|R,}] Жтт 1 НОЕ, т Сү/Т 的 不 可 约 表 不 
的 数目 , a EERE R ПУ. 


55.12 ”简单 空间 群 不 可 约 表 示 与 晶体 能 融 结 构 


由 于 晶体 具有 周期 性 与 对 称 性 ， 晶 体 所 属 的 对 称 性 群 是 空间 
群 ,因此 用 单 电子 近似 计算 晶体 能 带 结构 时 ,电子 的 哈密 顿 量 在 群 
G 操 作 作用 下 不 变 , 即 电子 的 波 函数 是 空间 群 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 
不 同 的 不 可 约 表 示 相 应 的 能 量 是 不 同 的 。 由 国体 物理 的 能 带 理论 
已 知 , 波 和 撩 上 可 标志 电子 的 波 函 数 与 能 量 。 ВИТЕ ИНН. Ж 
k 标志 平移 群 的 不 可 约 表 示 ， 由 波 矢 群 Gs 诱导 的 空间 群 的 不 可 
约 表 示 的 基 矢 也 用 恨 的 值 来 标志 , 正 说 明了 这 种 联系 . 

根据 前 用 节 的 讨论 与 固体 物理 关于 能 带 的 知识 ， 可 以 得 到 下 
ЯНУ НИ: 

(1) E ЕСА) 在 布 里 渊 区 的 分 布 具 有 点 群 的 对 称 性 。 
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对 于 某 个 波 拓 А, ERE Gs 具有 可 允许 表示 * D, Гэ?! Га» 

它们 的 维 数 分 别 为 di(i = 1, 2, о). 由 于 了 的 不 可 约 表 示 是 

一 维 的 , ЭТЕД Г, 对 了 的 分 导 表 示 Г; = Ар, Ав ZERA R ñ T 
的 不 可 约 表示 ， 

品 体 哈密 顿 的 本 征 函 数 p (r) 8 20 As 的 基 矢 、 相 应 的 本 征 
能 量 为 ЕСА), MTG 51, 2, 5.1) WERUH d; ^ ktt 
的 不 同 的 函数 ФА, ФА, тг dk 构成 ,以 ФЕР 表示 之 ， 相 应 的 本 征 
能 最 为 ECR). | 

如 果 空 间 群 G 对 G, 的 陪 集 分 解 为 

G = {а |а }Сь + {|а} С++ 105106) Са, 
则 不 可 约 表 示 о, mk, -ak Е, ЕН Г, 诱导 的 空间 群 
的 不 可 约 表 示 基 矢 为 {афа} (P = 1，2,……* 有 ); 其 中 64 代表 与 
{аја} 对 应 的 算 符 。 由 共 统 表示 基 矢 间 的 关系 可 知 
рф шин Pash» 

即 为 相应 的 能 量 是 ЕСооЁ) HEWER AE фа „(Р = 1, 2, +. р) 
是 属 G 的 同一 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 故 它们 应 与 同一 本 征 能 量 相 对 
№. | 
E(k) = Е,(арА) i= 1,2,:: n, bP = 1,2,:: ef, (5.12-1) 
ЯВ Gs 可 允许 表示 的 数目 ，f 是 波 秋 星 的 支 数 ，ap 是 空 
间 群 点 群 的 操作 ,因此 (5.12-1) 说 了 明 ЕСА) 具有 点 群 的 对 称 性 ， 即 
Фа, ba 等 属于 有 相同 能 量 的 态 。 根 据 式 45.12-1)， 以 有 立方 对 
称 的 晶体 为 例 ， 如 果 能 带 的 极 值 不 在 下 空间 的 原点 ， 而 是 在 A 轴 
上 , 则 等 能 面 是 旋转 椭 球 面 , 而 且 由 于 A 点 轨道 的 阶 是 6， 这 样 的 
椭 球 有 六 组 

(2) 一 致 性 关系 ， 

在 晶体 中 , p (r) 应 是 足 的 连续 函数 ,对 尺 的 任何 值 都 适合 ， 
例如 对 于 有 面 心 立方 对 称 的 晶体 。 Pr) 可 以 做 为 了 群 ,A 群 及 
ХНУ, ВЕЕ E(R) 也 是 连续 变化 的 , НЕГА,ААК ХА 
Но ТО 

可 人 允许 表示 . 
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分 别 对 应 于 有 关 群 的 不 可 约 表示 . 由 于 p (r) 在 这 几 个 群 的 共有 
元 素 的 作用 下 ， 应 有 相同 的 变换 性 质 ， 因 此 如 果 ER ETAR 
Ж л Те, 34 Rk HH О2Е X дЫ, EC 所 属 的 不 可 约 表 示 
并 不 是 任意 的 ， 而 只 能 属于 某 个 不 可 约 表示 、 在 这 个 不 可 约 表示 
中 ,对 于 同属 xX 群 与 T 群 的 操作 .ws(r) 有 相同 的 变换 性 质 , 我 们 
称 这 个 有 特殊 楼 求 的 不 可 约 表 示 与 T 是 相 容 的 ,或 满足 一 致 性 关 
系 。 由 于 A 群 是 了 群 与 X 群 的 子 群 ,所 以 了 和 群 的 不 可 约 表 示 Г, 的 
Ж (ФС) 同时 被 作为 其 子 群 A 群 的 基 矢 时 ， 所 得 的 表示 
便 是 Г, 对 和信 群 的 分 导 表 示 。 对 多 群 也 如 此 ， 
НА С5.5-1)21 T, K X 对 和 A 群 的 分 导 表 示 可 简约 成 * 
Г; = > | аА, 
Xr = У ан. (5.12-2) 
因此 ,满足 式 (5.12-2) 的 T,, Aj, X 是 相 容 的 , 或 称 为 满足 一 致 性 
ХА. 下面 以 上 区 的 二 维 正 方 格子 为 例 作 具体 加 以 说 明 。 
[= Ад, 11-04, T! = А + 4, 
Гу = A,, Г, = A; 
X: =A, X =A X =A, X =A. 
因此 ,与 A 一致 的 不 可 约 表示 是 Г,, D Г,, X 和 X,, WS A; 一 
致 的 不 可 约 表示 是 Га, Га, T,, X, M Ху, | 
一 致 性 关系 对 画 出 ЕА) 关系 图 有 重要 意义 ， 因 为 在 各 种 订 


* 波 矢 嫩 GA 间 的 -- 致 性 关系 与 相应 点 群 之 间 的 一 致 性 关系 是 相 局 的 . 设 与 点 
的 波 冬 群 的 可 允许 表示 为 r 与 rs)， 相 应 的 表示 矩阵 为 Р? 与 DA, W 


他“ = 2. tiit s ОУ7С(818,)) = 2, oD {BIR,}), 
| ААЧЛаГү(8) = 2: ае" АВ), | i 
所 以 | | | 
r; = 2. dij &), 
r, А, 为 与 波 关 群 相应 的 点 群 的 不 可 约 表示 ， 
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L ТП PE + 


МЕ ЗЕ — TI-71 S EH 


Ме МЕ — W ET 


Ti 一 一 


W ии W W| “х | “Х бхХХ | “ХЭХ "ХХ “х "Х м 学 
一 
RAT RT | таг, Ex < цсасссансгсасаны сс "Х ЁС 
“ү “үү єр 87 y ү “ир Ey ty 17 МОЕМОЖ-2Г 5 
‘VT| д жээ. "ху ху ÇO | vv | toig “< гү 
$z J Ч 1 42) ЛАМ | ир сүр 11 Ме > 


ЗС 0—81 9826080 r I-zZI s ҖЕ 
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算 能 带 的 近似 方法 中 ,往往 只 能 算出 对 称 性 较 高 的 点 的 能 量 , 根 据 
一 致 性 关系 可 将 不 同 点 的 能 量 连接 成 E(R) 曲线 。 йл, 对 二 维 
止 方 格子 , 属 Г, АВЕ Е(А) 是 二 度 简 并 的 。 当 РИШ 0 移 到 


0 <, < ” 的 A 轴 上 时 , 简 并 度 取 消 ， КА) 分 成 属于 不 可 约 表 
示 A, 及 A; 的 两 支 , 而 当心 = 一 时 , 根据 一 致 性 关系 ， 属 于 A, 


的 能 量 只 能 与 属于 X, 或 X 的 能 量 相 连 , 属 于 A, 的 能 量 只 能 与 属 
X: 或 X; 的 能 量 相连 , 如 图 5.12-1 所 示 。 在 表 5.12-1 中 列 出 了 简 
UI ка 2 НА) — ВЕЖ А. 


55.13 有 目 由 电子 近似 计算 立方 晶体 的 能 带 结构 


本 节 将 用 自 出 电子 近似 计算 篇 立方 品 体 的 能 带 结构 ， 
5431 БЕЕ ЛЕЛЖЫ 


БЕЛЕ P JJ EE NE 
TĚ соңу = Eg. (513-1) 
2m 
设 
| фь = e Ere Ker, (5.13-2) 
其 中 天。 是 倒 格 矢 ， 对 简 立 方 格子 
R, ын a(in, + Jm + kn), (5.13-3) 
K, = 25 ( 动 + jh, + kh). (5.13-4) 
设 
k = “ Cig + jn + А), (5.13-5) 
能 量 


ЕСЕ) = (k + K.) 
277 
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2m 


= L [( + EY (h +Y + (h +E (5.13-6) 


5.13.2 ВШ E(k)k PRIR894 Лү R R иж Х 
这 里 只 讨论 能 量 Ek) 4Е11001251812Е40 841875. 


(1) ВА = 0, E(k)— Q+ + М). 
q 


m 
(a) Ву = Л, = 0,500, 
pa = Ж. 
WAN FEB Dk АЗ Г,, ЕСО) = 0. 


(b) Chis b, Аз) 的 值 是 ( 土 1, 0, 0),(0, 41, 0),(0, 0, +1), 
ECh) _ 2я 


h? 44345.х іту 44 =z 
,3 фа =e F,‘ е » е > 
2 ma 


如 用 这 6 个 波 函 数 作 基 矢 , 设 所 得 的 表示 是 ,可 以 证 明 ， 这 个 表 
示 按 简 立 方 晶 格 点 波 矢 群 不 可 约 表示 的 简约 结果 是 

| Г = тг + TI, + I. 
利用 投影 标 符 可 以 求 得 各 不 可 约 表示 的 基 矢 如 下 : 


2n _ 22% у iry - і 2я у 2%, -445.4 
TD: e q +e è tet е tq +e’ Те f, 
或 取 
2л 727, 27 
cos— x + cos — y + cos — z, 
а а | а 
2л 2л 
Г»: cos— х — cos — у, 
a a 


2x 1 ( 2л -2т J 
cos — z — — [ cos — r + cos — У |, 
4 2 а а 


N 


. 2x . 2л . 2x 
Г: Sin S х, sin — y, sin — z, 
a a a 


(2) k= 8, BD h YA Hp. 


д? 


2та? 


(1 + ËY. 


(a) (his йа» 29) (1,0,0) E(k) = 
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гй +E) 
7 


Ph == 
属 波 和 天 群 的 不 可 约 表 示 Au 在 Cw 的 操作 下 不 变 。 


(b) Chs has h) È CT, 0, 0), EQ) = 15 (Е — IN, 


Zm (Еа 
Фь = е 


ЮУ ЖЕР АН КЕ Жл A. 
(c) (А has 85) 是 (0, +1, 0) K (0, 0, +1), 


EO = (1+ Р), 


2та? 


Е Ж ВЕЈК А Ж PE AS u] 22J 2 28 BS 7ч 96 
А = A, + A, + AA, 


ТАЛАУ ДЕ Ж 


(25 Ex 
A: е ? (св y + соз 7® z), 
а а 


(3) Хк», hk= i—. 


(а) Q has ha) = (0, 0, 0), Е(Ё) = Z., 
8та? 

Ppa = eT, 
(his Л» h) = (- 1, 0, 0), E(R) шин B, 


8 ma 
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фе e ©, | 
以 这 两 个 波 函 数 作 基 矢 所 组 成 的 表示 对 X 群 不 可 约 表示 的 简约 是 
X = X, + Хе, 相应 的 基 天 是 : 


TX 
Ху: со--, 
а 


ЛА 
Ху: sin -一 一 
a` 


(b) (his ЦҮ hz) = (0, + 1. 0) 或 (0, 0, + 1), 
ECR) = 5/:/8та?, 


(hi zs Рз) = (— 1, 51, 0) 或 (一 1,0, + 1), 
E(k) = +, 


+í Ë у 
8 
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фь = е ° ies 
e 4 


以 上 面 八 个 波 函 数 作 基 矢 ,组 成 的 表示 按 X 群 的 简约 为 
X = X, + X, + X, + X, + X, + X,, 


ЇН УНУ ЭЕ: 


9 


. пх. 27 . хх. 2 
Xs: Ssin—sin— y, sin — sin 一 一 。 
a а а а 


nX . 2х хх . 
Xs: cos 一 Sin -一 y, cos— sin — z, 
a a a a 

ях Dx 2ж 
Xy: sin COnN y + cos — e). 

a a a 

. хх 2ж 

Ху: sin соз 7® у -- cos -一 24), 

а а 

pid 
Х„: сов © у Í сов 212 — cos“ =), 

” 
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rx í 2л 2w ` 
Х,: cos“ ( cos“ y + соз z ). 
а 4 а а 


ВЕ ЕСА) (1,0, 0) 方向 的 结果 如 图 5.13-1 所 示 ， 各 点 的 连 
接 是 根据 一 致 性 关系 得 来 的 。 由 于 用 的 波 函 数 是 自由 电子 的 波 函 
数 , 因 此 各 点 能 量 简 并 度 是 很 高 的 , 远 超 过 立方 晶体 对 称 所 允许 有 
НУ 108. 


用 和 上 面相 同 的 方法 可 求 出 ЕСА) 治 其 他 方 回 的 变化 ， 


2та ү 
ма: ЕЕ) 


图 5.13-| 
$ 5.14” 非 简单 空间 群 不 可 约 表 示 的 诱导 


对 简单 空间 群 , ERR C 的 元 素 是 (815), b = R, 1816) 
是 1s1R,} 与 (810) RR, С, 的 不 可 约 表示 
р((818)) = е%р(810)), 
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ПОЛА ЕОР 的 表示 是 已 知 的 。 因此 ， 对 简单 空间 群 来 说 , 求 Ga 
的 可 允许 表示 并 不 困难 。 对 非 简 单 空 间 群 ，Cx 的 元 素 18151589 
b 不 一 定 是 格 天 六。， 因 此 Gs 对 平移 群 工作 陪 集 分 解 的 陪 集 代 条 
不 一 定 是 点 群 操作 16101, (EER Ga 的 不 可 约 表 示 比 较 困 难 。 本 
节 即 讨论 如 何 处 理 这 一 间 题 ， 


5.14.1 表示 的 核 


如 群 中 某 些 元 素 的 特征 标 等 于 该 表示 的 维 数 ， 称 这 些 元 案 组 
成 该 表示 的 核 。 表 示 A 的 核 一 般 用 KA) 来 标志 . 
设 尺 为 表示 A 的 核 中 的 元 素 . НЕХ, Л АШ d, 5 
A 相 应 的 表示 起 阵 为 D, ЕКО) Хд, Д) | | 
Х.(Е) = 41 =X, (E) ЕЄК(А), (5.14-1) 
即 | | 
D(R)'=*D(CE). (5.14-2) 
由 于 单位 起 阵 的 相似 变换 仍 是 单位 捧 阵 ,而 DCE) Æ ad ыг 
单位 是 阵 , 故 DCR) 也 是 4 维 的 单位 定 阵 ， 
“ФСК) = DCE). (5.14-3) 
а, ЕН АУЛ Ж, JA X 4E 12 Z R ЭЛ ER 5 А67 Ж 
相同 ,而 且 它 的 表示 距 隆 也 必然 与 不 变 元 素 的 相同 . 所 以 ,这 也 是 
判别 核 中 元 素 的 判 据 ， 
例如 平移 群 的 不 可 约 表示 是 一 维 的 ， 对 于 不 可 约 表 示 ҮСТ. 
Wk X: h АЈА Ну), WE е хний АЈС (ЕК, 
T 的 不 可 约 表示 R ВЖ, Н Ty 来 标志 
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如 G 的 正则 子 群 五 的 不 可 约 表 示 A 的 核 为 K(A)， 则 
K(A) 是 与 A 相应 的 第 二 类 小 群 LIC) 的 不 变 子 群 . 
设 Ko Ki kK,，… 为 KCA) 的 元 素 , 了 为 A 的 表示 十 阵 ， 
特征 标 为 Ye， 则 
D(K,) = D( E), (5.14-4) 
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D(K,) = D( E), (5.14-5) 
р(К,К,) = р(К,)р(кК,) = D(E). (5.14-6) 
К.К, 也 是 К(А) 23 , KOA) 构成 群 . 8424 LA) 中 
任 一 元 素 , 则 


р(АТК,Ау 三 .DOK) = D(E), (5.14-7) 
ОСАКА): = .р(Е), 
X (A K.A) = Х,(Е), (5.14-8) 


Rp 
A K.A € KCA), 
Ж КСА) 是 LA) 的 不 变 子 群 ,由 于 HE L(A), B. К(А) ЄН, 
所 以 KC) 当然 也 是 五 的 不 变 子 群 . 
因 К(А)Ж LW(A) 的 不 变 子 群 ， 在 商 群 Z"CA)/KCA) 中 
K(A) 相当 于 不 变 元 素 。 由 于 商 群 的 不 变 元 素 与 陪 集 都 与 群 中 的 
几 个 元 素 对 应 , 商 群 LUCA) KCA) 5 СКА) AA. 


5.14.3 表示 的 产生 


由 于 商 群 L(A)/K(A) 5 L'A) 同 态 ,可 用 L(A)/K(A) 
的 表示 产生 ТИСА) 的 表示 , 即 用 LAKA) RETAN АРЕ 
# BJ ж л ЕЕ LA) 中 相应 元 素 的 表示 矩阵， 容易 证 明 , 这 
样 得 到 的 LECA) 的 表示 和 矩阵 必 构 成 群 ， 所 以 可 作为 ЧСА) 的 表 
х. Е 

(А) = A,.K(A) + А,К(А) + +++ + Am KCA). (514-9) 
AR 11553512 1.ЛСА) 和 KCA) ЮИ. 1ЛСА)/КСА) 81702 
Ш а, бэ зо 代表 , а, УР AKA) (p = 1,2, +: 
Қ). 2 Е13(А)/КСАУ ЮЖ ЖЕБЕ TC), СА) 中 的 元 素 可 

BA AKo + 一 1, 2, 则 可 产生 LIA) WEARER 
| Р(А,К,) = Г(а), (5.14-10) 
”同样 有 
D(A,K,) = Г(а,) K,€ K(A), (5.14-11) 

如 果 陪 集 A4pK(A)AsK(A) = 4,КСА), ЫЙ рс = a, MI) 


° 409 + 


та we EE — др 


D(ApKAsKs) = D(A,K,) -Г(о,),,| К„є К(А), 

Р(4,К,)р(А,К,) = ГСор )ГСос) = T (es + a4) = Т(о,), 

D(A#K,A,K,) = D(Ap : Кр(А,К.). (5.14-12) 
即 这 样 产生 的 矩阵 构成 群 , 可 作为 L"( 人 和) 的 表示 。 由 上 所 述 , 在 
此 表示 中 处 于 同一 陪 集 中 的 《个 元 素 具 有 全 同 的 表示 短 阵 ， 邑 
(А) 的 表示 甜 阵 只 是 LUCA)/K(A) 的 表示 和 矩阵 重复 出 现 
次 .因而 ,如 LU(A)/K(A) 的 表示 是 不 可 约 的 , 则 由 之 产生 的 
| ПКА) 的 表示 也 是 不 可 约 的 ， 

完全 类 似 , 由 于 KA) 也 是 互 的 不 变 子 群 , 互 和 Н/КСА) W 
A ТОП Н/КСА) 的 不 可 约 表 示 也 能 产生 互 的 不 可 约 表示 。 


5.14.4 Ю1Л(А)/К 可 产生 L(A) 的 可 允许 表示 
л x x 
Н = B ,K(A) + B,K(A) + +++ В,„К(А), (5.14-13) 
其 中 4 为 五 的 群 阶 ， 由 上 式 及 式 (5.14-9) 可 见 , 商 群 HI K(A) 是 
1ЛСА)/КСА) 的 子 群 。 设 Ln( 人 )/K(A) 有 不 可 约 表示 Г, Ж 
H Н/К(А) 的 分 导 表 示 满 足 
Г: = mr;, (5.14-14) 
ғ, HIK(A) 的 菜 一 不 可 约 表 示 ,m 为 正 整数 .。 ШТ 天 (A) 是 
н Kuj#J АЖ, H/K(A) 的 不 可 约 表示 可 以 产生 五 的 不 可 
约 表示 А, 这样 由 上 式 可 见 便 可 由 LIA)/K(A) 的 不 可 约 表 示 
得 到 LA) 的 不 可 约 表示 Г", 且 满 足 对 总 的 分 导 关系 
T” = тА, (5.14-15) 
即 可 找到 LUCA) 的 可 允许 表示 ， 
然而 ， 并 非 由 所 有 LA)/K(A》 的 不 可 约 表示 产生 出 来 的 
都 是 可 人 允许 表示 ,所 以 应 作 必 要 的 选择 . 


5.14.5 ЖЗЕШ ñ zz B) Pt + sJ 2) 575 92 S 


非 简 单 空间 群 操作 的 类 型 是 (a| R, + r}， 根 据 本 节 的 讨论 ， 
可 概括 出 如 下 求 不 可 约 表示 的 方法 : 
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(1) 找 出 空间 群 的 第 二 类 小 群 ,由 波 和 天 和 群 Ga; 
(2) ЖС ЖЕЎ ТЬ, 郧 特征 标 为 1 的 不 变 于 群 ，; 
(3) 求 出 Gs/ Ti 不 可 约 表 示 的 特征 标 ; 
(4) 由 Gs/ Ts 的 不 可 约 表 示 产 生 G, 的 不 可 约 表 示 ; 
(5) RE Са 的 可 允许 表示 
(6) 由 可 人 允许 表示 诱导 空间 和 群 的 不 可 约 表 示 ， 
O A 二 维 非 简单 空间 群 . 
如 果 二 维 空间 群 具 有 操作 (aj R.) (о:|Ё, + т}, 16.1 R.Y 


[az | R, +r}, R, = ima + Jb z = ` >° Д] @ 0, 63, а 


对 х» ?的 作用 如 表 5.14-1 Вт. 


表 5.14-1 


`< wl ь | < 


图 5.14-1 


ТЭЛЖ k= і = (B| x) 的 不 可 约 表示 。 根据 上 述 的 


步骤 : 
(1) Gs 的 元 素 : 
la lR.) tol R, + т}, {о, |К, аР, + т}. | 
(2) Gs 的 核 群 Ts: ТАШ {Е К, ЇЙ ЖЕ сл = l, 
k = i—, ВИЭЭЖ = (ma) = 2лхт, БЇ ni = 2m, Th 中 包含 п 是 
个 数 的 R, 所 组 成 的 操作 (61 Ё,1, R, = i2ma + jmb, 
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(3) 商 群 С,/Т, 包含 下 列 八 个 元 素 : 

Ау; {|0}, A2: toz| : Аз: 40.10}, 

Ас {alr}, As: lalia}, Ас fale + ia}, 

А, {alia}, As: {ælr + ia}. 

表 5.14-2 是 这 八 个 元 素 的 乘积 表 。 注意 (о,1ї24) 与 {%10} 


表 5.14-2 

4, А, А, Аі 4, А, 4, 4, 
А, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 
4, A, A, 4, А, 4, А, А, А, 
4, 4, 4, 4, А, А, А, А, А, 
4, A, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 
A, A, А, А, А, 4, А, А, А, 
4. 4, 4, 4. 4, 4, 4, 4, 4, 
4, 4, 4, 4. 4, 4, 4, 4, 4. 
4, 4, A, А, А, А, А, А, А, 


特征 标 表 如 表 5.14-3 所 示 . 


家 5.14-3 
2222 С.(4,) | Сл, A.) | С.4з 4) | СА, 48) 
Г, 1 | I I 1 
Г, 1 1 ] -1 -1 
r. 2 -2 0 | 0 0 


如 以 Ga/ Ts 的 不 可 约 表示 产生 Gs 的 不 可 约 表示 ,可 以 看 出 ,只 有 
(е А,)) = дет, (k = iZ), өвчиж, БИ. 


可 以 诱导 空间 群 的 不 可 约 表示 ， 其 不 可 约 表 示 的 特征 标 如 表 
5.14-4 Бл. 


s 411 œ 


Ж 5144 


мийн + q 
ат Чё, 


0 


{ailte} (4111, + ia} ат H e 


СЫЫ 


t, =i- 2na + jab, t, = i(2n + Da + јо. 


可 以 看 出 ,在 X 点 不 可 约 表示 有 下 面 的 特点 : 

(1) 波 矢 群 不 可 约 表示 没有 一 维 的 ,只 有 二 维 的 ,能 还 是 一 度 
简 并 的 ,这 种 现象 义 称 沾 粘 (sticking) 现象 . 

(2) су/Т, 不 仅 包括 可 产生 点 波 矢 群 的 不 可 约 表示 ， 而 且 
可 以 产生 TT 点 波 矢 群 的 不 可 约 表示 。 例如 ,my Гь, Г, LÆTA 
的 G4 的 不 可 约 表示 .这 种 群 称 为 扩展 群 。 因为 ， 如 ce = 1, 
етй» 一 1 ,z2 是 任何 整数 , 则 使 不 变 的 操作 , 也 必 使 mk 不 变 . 
因此 ,对 一 般 情况 ，Gs/T。 不 仅 可 产生 波 矢 群 С» 的 可 允许 表示 ， 
而 且 可 产生 波 矢 群 Cm 的 可 人 允许 表示 . 0 


5315 GR mk (空间 群 О») 
波 矢 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 


金刚 石 型 晶体 是 两 个 有 相对 平移 - 和 他 十 了 二 ЮУН 
格子 套 起 来 组 成 的 。 空 间 群 的 操作 有 两 种 类 型 ;一 种 是 (0181, 
= 是 点 群 了 ,的 操作 ,共有 24 个 ; 另 一 种 是 (а, т), ou 是 点 
群 O; 操作 中 和 和 Т, 不 相同 的 操作 ， К, шин nitet mt, + 733, 


Ё, = 23 (j+ k), = (k + D. 
= G+p, r=“ G+ j+ B). 
2 | 4 | 
HETER 
b, — ZC i+ j+ k), b, = 25 202—3 + А), 
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3⁄5.15-1 O; 的 对 称 操作 


Herring 8) 对 (х, ys z) 的 Š k 


28 | 
操作 符号 原点 在 原子 上 原点 在 原 胞 中 二 原子 的 中 点 
б 1610) х. ys t xyz 
2 一 _ @ нэ а 
3101 48,410) r, y> # zy 了 一 全, 一 人 
- 一 ПА a 2 a 
{5,,10} х. ys Z x prr - 
- А _ 8 _ й 
18.10) х, ys 5 Хо 一 `4? y — T? 5 
. - - _ d _ 
6С, 19,210) х. Za y # — 9559 — 
10,410) х, 2, y z- — 8-9 y 
一 o _ a _ а 
19.,10) Za ys * =- P? y- > х 
- _ - 2 а _ a 
{075 10} Za уз T Es Ул РЕ; т = 4 
_ 一 — a _ d 
(6.10) уу х, 5 Уу Т 57, 
- _ _ a _ a 
193210) ys ху © Ул e a сг 
2 - Юн @ НА d 
6:С, {0,10} Уу Ху Z | у — +° х 一 +° z 
{0,510} ys х» 5 Уул, 3 
-- ~ 一 a d 
10410) Za ys х X = — a ys £ - — 
4 4 
10х210) 2, ys Х zyx 
- — ян й 22 й 
{0,10} Yy 2. у ху? - 7? y ийг 
10,210) X, Za y Xa 2» У 
5С, {03x yz| 0} Z, X, Y у Ху Y 
{551,10} ys 5, х Уз zs * 
- 2 _ a _ d 
{63x yz|0} 2, Хэ у 27—155 y 7 
- _ n - 4 _ 4 
20 _. 4 _ a 
{63zy 510) Za X, Y £, X — 42 y 一 7 
ЙГ ` | а _ a 
1954,510) у. Z, Х ү 一 49 z TF? £ 
_— >= - а _ а 
{5,510} Zy х, Уу © зу; су» y 


256 5.15-1 


Herring 的 对 (x. у, z) HJ Ж W 


Ж - 
| AERE 原点 在 原子 上 :| 原点 在 原 胞 中 二 原子 的 中 点 
| Аби; 10} ys zy 5 | 一 和 ,zy E= £ 
| | (Ер £t + тә E + xyz 
ЗС: loir} ЫЧ тууж E, z + — 
(o,lz) | К+, y + — z + — r+ Z z + + 
lol r+ =, y + 29 z + — r+ > y + — Ё 
6С, {бит} | Ууж isatt, z + + J, r+ уя + т 
{512} | ?十 二 过 十 = 十 于 ТЕТЛА 
{бы} Jett, ató, ytt] tiy 
{өтт} eti, а УФ тү TERETE 
16,,]z) z + =, у + r x + Л > + = у + =, z 
(2511) ¿tq yt ЛЖ avt p tT 
6С, БООМТ y + r+ дэ š+ TETERE Ti 
(6,8) et E, pk i x + ү : + s> x + — 
{5,,.|т} ХЭЛЭ лэ у+ Z, r+ У 
| {бў|т} Ууж Жэ 2+2 9, 5,2 
{ба|} JERES z+ 2, y, Z 
16,218) +2, z + Тэ y + л х, Z, y 
ВЕС | {бвкэа}т}) + яв, + + 2, х, y 
0sxyxlt} | УУЖ =» z + 7 £ + = ў, 2, Ж 
{0хуг|т) z+, + ууж z, r+ Š, y 十 一 
4 4 4 4 4 
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Herring 的 


BRENS 
{д lr} 
РЫ! 
19:45411) 


(6, Ж 13) 


{0% урт} 


(1) ГА: 
这 点 的 Сь/ Ts 与 全 部 点 群 的 操作 间 构 ,特征 表 与 Ол 群 相 同 . 
(2) XA: Ga 包括 下 面 16 种 类 型 的 操作 : 

{el Rato (9.18, 1, {8,,| К„), {r| Ra} {8,,„|т + Rat 
[6, |z + К„}, {б„|т + К„}, ulr + К, }, 
{ilt + R,}, {olr + R,}h tolr + R,}, {о„|т + R,} 
{pyz| Rs}, (о:| Ra}, (0218, {on [R,} . 

G) Ts 包含 的 元 素 (81, }. 


ЁК» = | 及 А і. 27 得 Б.М, = л(п + т) = 2х > 整数 
n, 十 n, = 偶数 , 即 对 Tk 中 的 GLAF R, 中 的 m 十 n 必须 是 个 


组 表 5.15-1 


对 Сх, y, =) 的 8 Mi 


8 5.15-1 列 出 0 的 G/T 的 操作 常用 的 操作 符号 ,以 及 对 于 两 种 
原点 选择 对 (х, У» z) 的 影 啊 . 
下 面 将 讨论 几 个 对 称 性 较 高 的 反 的 波 和 天 群 不 可 约 表 示 的 特征 


R, = nit, + nt; + nt,, rH 


Gü) G,/T, 包含 的 元 素 是 Gs/T 与 С,/Т(616) 25327 
这 32 个 元 素 分 为 14 38 , 4 个 可 允许 的 不 可 约 表示 的 特征 
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标 列 于 表 5.15-2， 其 他 10 个 不 可 约 表示 对 X 点 来 说 是 不 允许 的 ， 
但 这 10 个 不 可 约 表 示 可 产生 出 了 后 波 矢 群 的 不 可 约 表 示 ， 


家 5.15-2 


可 允许 的 不 可 约 表 


ХІТ, 元 素数 示 的 特征 标 


总 数 32 


Х, Х, Х, Х, 


————h m r | —mrrimmintiainisi=- | a nr і 


{810} 

(816) -2 
16,y> 6.10, 6.) 0 
{5,10}, (9.10) 

{5,,16.}, 45,163} 

{5,10} 2 
(6,213) -12 
{SiO T} 0 
(6,:61:18, т tt} 

т, r +t} 

{olr, t +£} 

10, 0,|:,)/ т +t} 
(o, 05:10} 

{6,,z|r + 6), 19,518) 
СРГХЛЧОЛХСЛТОРЧГЫ 
16.2 ЇЕ)» 16,5:12 + ta} 
(10,4-05416) 


(2) WÄ. 波 矢 群 的 点 群 操 作 属 Dua. 用 和 上 面相 同 的 方法 
可 以 证 明 于 点 的 Gs/ Ts 共有 32 个 元 素 14 类 。 表 5.15-3 列 出 了 
到 点 波 矢 群 可 允许 表示 的 特征 标 . 

(3) АЖ: 点 群 操作 部 分 属 C1,， 特 征 标 是 C, 不 可 约 表 示 
特征 标 乘 以 е'?, b 是 空间 群 操作 的 平移 部 分 。 这 是 因为 ， 在 此 
ШЕТАЛ Е, 89-44, Ziz b= ра + b,j-+ b.Rh, ЇЙ 
kR.b= kb, ШТА ШИ SSE 8 БИ i IA yE E, 
故 


-2 -2 -2 


сз 
= t 
сэ 


K һм һә м ho ē A N N 
D ro — rb со со о о 


м сэ со соо с со о 
зо сс со © = с с © 
сә го Чә» 10 со — 00255 ФБ 


ёт = bi + bw + Б.В, 
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W /Th 元 素数 操 作 


W, W, 
l (е10) 2 2 
l {eft} 一 2r -24 
l (616) 24 2; 
| (616) 一 2 -2 
2 16:10, 6) 0 
2 (9:41656) 0 0 
4 {xlr ths rtt} 0 0 
РЭН: + ts) 
4 (6, |z, t +t} 0 0 
(6, |r + t, 1-6.) 
2 (0,410), 19:18) 1-1 -(1-34) 
2 (9,416), (02:10) I+; -(1+ 2 
2 {0..1}, (91:16) -(1-4) 1- ; 
2 {0.16}, (05:15) —(l+7) 1+; 
4 {ю„|т., т + t,} 0 0 
(0,|з + th, z +t} 
4 гэлээ 0 0 
(o |z, t +t} 
Æ 5.15-4 
人 /Ts 元 素数 v Чха 
总 数 16 даю) | а 00 | ам) | АМ | л) 
| (610) l | | | 2 
I 15,,10} l | l | -2 
2 (6,2, 61+} — 1 ; i — i 
2 {o,s elr} | ~i | -i i i 
2 (дух» Өн10) | 一 | l -1 
因而 
hR-8b= kb, = В - Б, 
PH e h Pb ща eke 
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只 要 满足 这 一 条 件 ， 就 可 类 似 于 $11 中 对 简单 空间 群 所 作 过 的 让 
明 , 证 明 可 允许 表示 可 写成 
1815) = e**T(8). 
Г(8) 为 点 群 的 不 可 约 表示 ， 入 群 可 人 允许 表示 特征 标 列 于 表 5.15- 
4, 
以 上 操作 与 {е} 的 乘积 的 特征 标 是 表 中 所 列 的 值 的 负数 ， 


5516 ”空间 群 不 可 约 表示 直接 乘积 的 简约 


本 书 前 面 已 经 指出 ， 晶 体 中 的 电子 所 处 的 势 场 具 有 空间 和 群 的 
对 称 性 ,电子 波 函 数 可 作为 空间 群 不 可 约 表示 的 基 矢 .因此 ,诸如 
电子 跃迁 之 类 有 关 选 择 定 则 的 问题 ， 都 会 亩 水 到 空间 群 的 选择 定 
MU, HH $ 2.6 的 讨论 可 知 ,这 要 涉及 初 态 和 末 态 电 了 于 流水 数 所 属 的 
不 可 约 表示 直接 乘积 的 简约 。 只 要 知道 了 相应 的 简约 系数 的 值 ， 
便 可 判别 路 迁 朱 阵 元 是 否 为 零 。 本 市 介绍 空间 群 任意 两 个 不 可 约 
表示 直接 乘积 简约 系数 的 一 种 计算 方法 . 

为 方便 起 见 ， 对 空间 群 不 可 约 表示 及 其 基 矢 的 标记 作 如 下 规 
E. 

令 * RIBAR k RE, 其 中 任 一 波 矢 为 ka k = k, 
а = 1 ,2,.…,s，5 为 该 波 矢 星 的 支 数 . 

АЧ КЕ Сь 的 可 人 允许 表示 为 D(R”), m = 1, 2, » Cro Ch 
为 可 人 允许 表示 的 个 数 , 下 标 & 对 应 于 波 矢 星 ” k, 由 DCK”) 诱导 
得 到 的 空间 群 不 可 约 表示 为 DER). 

D(R”) 的 基 矢 定 为 Фат}, 1 = 1,2, +++, lms L, 为 该 不 可 约 
表示 的 维 数 ， 其 中 任 一 基 矢 bk 都 是 平移 群 不 可 约 表 示 归 的 基 
K, KAH! 用 来 代表 同一 表示 中 的 彼此 独立 的 基 和 天 . 

D(*R”) 的 基 矢 定 为 (Тул) »а = l, 2 一 12， 
/w， 该 表示 的 维 数 为 slm 

显然 , 空间 群 的 两 个 不 可 约 表 示 D(*h”") Ж D(* R” ) 的 直接 
乘积 仍 是 空间 群 的 一 个 表示 ， 基 天 为 АФ Фи 1» 其 中 агт 


s 418 ° 


REDER”) 的 一 个 基 矢 ，&p IERE *Ё' 中 的 某 一 站 天 
8 -11,2, » 1, ын 
t AERE *k RIZR, l = 1, 2, “2 l m's l m 为 可 人 允许 表示 
РОА) 的 维 数 . 因此 ,直接 乘积 表示 的 维 数 为 smlm. 
若 对 基 矢 ФЕ ФУ 施 以 平移 操作 (6181, R, JERR 


Ж, А! й Е 
Р ав, PhP а а) ин (Puna йл) PeiRnb hs) 


= Ф (61,7) фу (818178) 
= pTi Patha) " К,СФь Фр р) | 
-一 Яваад ! КСФ Фа о). 


ERT, PR， 为 和 平移 操作 (618) 相对 应 的 么 正 算 符 。 为 以 
后 讨论 方便 起 见 ， 这 里 用 нан 作为 平移 群 的 不 可 约 表示 , ЕН 
| k, = k, + В», (5.16-1) 
可 见 、 直 接 乘 积 表示 的 基 矢 将 依 合 矢量 ky 为 标志 的 平移 群 的 不 
可 约 表示 变换 。 因 此 ,如 将 直接 乘积 的 简约 公式 写成 
р(*Е")®р(*Е””) | 
= > УЗ k*k” *k ODER” ), (5.16-2) 


Р m” 


其 中 РНИ Ы e) 为 简约 系数 ， 其 意义 与 式 (2.6- 5) 2 
а, 相同 。 由 式 (5.16-1) 可 知 , 上 式 右 方 直接 和 的 累加 中 ，*R” 不必 
遍及 布 里 渊 区 中 所 有 的 波 矢 是 , 内 需 计 人 满足 式 (5.16-1) 的 及 所 
Ен х ВӘ, 

可 以 证 明 ， 满 足 式 (5.16-1) 的 st TEREE TERR 
ХЕ, ЖА BERKE *k', Ні *R A er ж, WUS fas T 
转动 操作 a (p = 1,2, -- +, Inr) М ash, Жр R. 

apk, = а»(Е, ын ka) = apk, + apka = ke + Re = Ry,. 
因为 А,, А» 与 Ё„ 分 别 属 于 *А, * 5 *R', 上 式 即 表明 属于 
k 的 任 一 波 矢 均 可 表示 为 属于 *Ё 03-41 5-5 T "Ё 的 另 
Ко, н 个 合 天 量 之 中 . 换言之 , st 个 合 天 量 总 是 分 属 
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于 若干 个 元 整 的 波 矢 星 ， 不 过 其 中 有 的 波 矢 星 可 以 是 相同 的 ， 故 
и 个 合 矢量 可 组 成 相同 的 和 不 同 的 波 矢 星 。 如 以 САТА |А) 
代表 构成 的 波 矢 星 *h' ЈУ, 则 sz 个 合 矢 量 构成 的 疲 矢 星 可 合 
计 表 为 | 

> (жт tk OR. 


ЖА? 
虫 此 我 们 可 形式 上 引 人 如 下 波 矢 星 直 接 乘 积 的 简约 的 概念 : 
*RO*k = > (АТАА), (5.16-3) 
жд" 


这 里 (ЖАА) 也 称 为 简约 系数 。 只 有 当 有 关 的 波 矢 满 足 式 
(5.16-1) 时 ,简约 系数 (*h*k'|*”") 才 不 为 零 ,从 而 
бум ЗАЫ ХЭ 
也 才 不 为 零 。 从 上 式 出 发 ,不 难 看 出 波 矢 星 的 支 数 之 间 满 足 关 系 
st = > (*h*k'|*R” Ofw. (5.16-4) 
жд’ 


至 于 Okk) 的 具体 数值 , 有 时 可 直接 观察 得 出 。 即使 在 比 
较 一 般 的 情形 下 ， 也 不 难 按照 定义 求 得 ， 因 此 这 里 就 不 仔细 讨论 
T. 显然 , 式 (5.16-2) 中 对 "87 的 累加 只 需 遍 及 满足 波 和 天 选择 定 
Ш.БП(*Ё*Ё |А) КУАК Е, 

根据 式 (5.16-2), 可 用 空间 群 元 素 (016561 的 特征 标 写 出 直接 
乘积 的 简约 系数 所 应 注 足 的 方程 : 

X ATX la | yx” Цан) 
一 2, 2, (*Ёт*Ё'т'|*Ё”' т” )Х Y (61691), 


(5.16-5) 
其 中 XG”). XS&" 和 ХОА 分 别 为 不 可 约 表示 DER"), 
DEOR”) 和 DEOR”) 的 特征 标 . 
一 般 而 言 , 按 表示 简约 理论 ,简约 系数 可 由 公式 
(*km*k'm | * k” т”) 
- 2 У) ХЭРЭ Цай РХСЕ”ЭЦон БТ 


ќа p'a? 


. [Xb X ap] te})]" (5.16-6) 
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求 出 , 式 中 为 平移 群 群 阶 , 即 晶 体 原 胞 数 , g 2025 B] НУ t PE 
阶 , gN 为 空间 群 群 阶 。 由 于 ЕМ 为 数 极 大 ,使 式 (5.16-6) 的 求 和 
实际 上 是 不 可 能 的 ,但 利用 式 (5.16-5 ) 则 可 将 问题 大 为 简化 , 设 共 
Вп МАЈК (Ат | m) 需要 计算 , 则 可 分 别 取 x 个 
特征 标 不 同 的 元 素 ( 或 类 ) 得 到 =” 个 简约 系数 所 满足 的 线性 代数 方 
程 , 解 之 即 可 得 简约 系数 .因此 ,这 一 方法 称 为 线性 代数 方程 法 . 

由 空间 群 的 不 可 约 表 示 理 论 可 知 ， 当 从 某 波 矢 k ERE 
Gr 的 可 人 允许 表示 诱导 空间 群 的 不 可 约 表 示 时 ， 每 个 可 允许 表示 
均 可 诱导 出 空间 群 的 一 个 不 可 约 表 示 。 HT Су, 共有 Ce 个 可 
允许 表示 ,与 某 一 波 矢量 *h” 相应 就 可 以 有 Ce 个 不 可 约 表 示 . 前 
面 兽 指 出 、 直 接 乘 积 表示 的 维 数 是 541, нм» WEU т” 为 标记 的 不 
可 约 表示 , 即 DER”) 的 维 数 为 derme (这 里 下 标 K 对 应 于 
сн *R'), WA JERC. 16-2) 可 得 


stl pl m = 2, бЭ (*km*k'm |" Вт" )а, т (516-7) 


k MOE! 


Жн *Ё”' 对 维 数 的 贡献 为 У (*Ат* R'm’ | “R'm” )а „и. 


ҮН”! кє | 


男 一 方面 ,利用 式 (5.16-4) 可 得 
silala = > (“Е"К "АН, (5.16-8) 


А'' 


比较 以 上 一式 司 得 
сън Ат ')а ,mr 


= Okk Ы R fp m. (5.16-9) 
在 实际 计算 中 ,上 式 的 应 用 往往 会 使 问题 的 求解 大 为 简化 . 另外 ， 
简约 系数 都 是 正 整数 的 事实 ,也 使 实际 计算 更 为 方便 ， 
由 于 需要 计算 的 简约 系数 的 数目 z 就 是 需要 建立 的 线性 方程 
的 个 数 , 在 具体 计算 时 应 先 估 计 盖 的 数值 .如果 СТАЖА А) 不 
为 零 的 *' КНЕ", В kK = 1, 2,.……, $5” 代表 相应 的 
ЕЭ DEKE, N” 的 值 为 
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£” 
п == Су . 
КШ \ 


(5.16-10) 
应 当 指 出 ,这 里 介绍 的 方法 完全 是 一 种 一 般 的 方法 ,适用 所 有 
的 空间 群 , 既 适 用 王 简 单 空间 群 , 也 适用 于 非 简单 空间 群 . 下 面 以 
NaCl 型 晶体 的 不 可 约 表示 *Х; 与 *X; 的 直接 乘积 为 例 计算 简约 
系数 ， x | 
NaC! 属 空间 群 0;, 整个 晶体 可 看 作 Nat 和 CI 各 自 形成 的 
面 心 立方 晶 格 沿 立方 晶 胞 边 长 位 移 一 半 构 套 而 成 。 因 此 ,其 基 矢 、 
倒 格 子 、 布 里 渊 区 均 与 面 心 立方 相同 .在 倒 空 间 中 , X 点 的 坐标 为 
下 C1, 0, 0),X 点 的 波 矢 星 *X 共 包 含 3 支 , 即 * 一 3. 不 难看 出 ， 


此 时 应 用 式 (5.16-1) 及 式 (5.16-3) 得 到 波 矢 的 选择 定 则 ( 即 波 矢 星 
直接 乘积 的 简约 ) 为 

*X@*X = ЗГФ2*Х, (5.16-11) 
PH А" 525520 ГАН *Х, H. 

(*X*X|T) = 3, | 

(*X*X|*X)=2., | 
因为 波 矢 量 工 只 是 一 点 , 常 略 去 星 号 六 ,由 式 (5.16-11) 可 知 , А 
乘积 *XTQ*X; 应 简约 成 属于 波 矢 量 F 和 *X 的 不 可 约 表 示 。 Г 
和 *X 各 有 10 个 不 可 约 表示 ,分 别 为 ГЕ, Pr, TTi Ts ЯП “Хг, 
“Хэ, "ХЇҮ, *Xë, "ХӨ, БЯ, ЖЖ л 二 20 个 简约 系数 需要 计算 ， 


它们 是 


(5.:16-12) 


(*X-*X;|Tm”) m"=1,2, +++, 10, (5.16-13) 
和 | 

(*X7*X;|* Xm") m = Í} 2, `. 10, (5.16-14) 
其 中 Tm”(m” = 1, 2, +, 10) 分 别 代表 Г}, ГГ, TE, e, Гу, 
而 *Xm (m° = 1, 2，10) 分 别 代表 *XFr, “Хо, “ХЇ, +, 
X; ,此 时 ， 式 (5.16-5) 成 为 

ХӨХ apl Ep) ХХ (6 61661) 

一 У) Sl (ХХ m X EY |ё,}), (516-15) 
— < 
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其 中 对 *k” 的 求 和 仅 包 括 了 和 ЭХ, 

Ж 5.16-1 和 表 5.16-2 分 别 列 出 了 DO”) 和 D(* X”) 的 特征 
PR. .为 简洁 起 见 , Б А ЭШ ЖЕНЕ ЕЛЕШЕ ЕРЕ ЖЭ ЖЕЕ ЫК 
表 的 特征 标 。 由 于 NaCl 为 简单 空间 群 , 陪 集 代 表 具 有 {ep101} 89 
形式 . 


表 5.16-1 ОСГ") 的 特征 标 


86 yzl 36,, 


表 5.16-2 D(*X”) 的 特征 标 


由 表 5.16-2 看 出 , DEX) 和 D(C*X5 ) 的 维 数 分 别 为 3 和 6， 
但 "Х 有 3 x= H „СХ, ) == |, [САХУ ) = 2, limim' 2, 因而 
对 了 及 “X， 式 (5.16-9) 成 为 


S («х Xs | Tm" )drm = 3 X 1 X 2 == 6, (5.16-16) 


тод 


tÜ 
SO (*XT*X7 "Xm dx = 2 x 3 x 2 = 12, 


mi’ = | 


(5.16-17) 
此 外 ,由 于 D(*X/) 和 D(*X;) HRA i їп ë spa AY 2 = , Rl! 
D({iapl0}) = — Darl 0} )s (5.16-18) 
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而 两 个 奇 表示 的 乘积 只 能 给 出 偶 表 示 ; 因此 , 在 20 个 要 求 的 简约 
系数 中 ,有 凡 所 有 m” 为 偶数 的 , 即 奇 表示 的 简约 系数 均 为 零 。 这样 
Ж АЖ Т 10 个 简约 系数 需要 计算 。 为 简单 计 ,分 别 用 如 下 符号 代 
£: | 

а, = ("Xr Xs == (TÝ), 

a, = (|T2), 

а, = (|T5), (5.16-19) 

а, = (|T) 

в; = (| T5), 

бу = (ХГХ IXE) = (ЭХЇ), 


bı = (|*Х;), 
b, = (|*X+), (5.16-20) 
b, = (1*Х{), 
b, = (|*X), 
用 以 上 二 式 的 记号 代 人 式 (5.16-16) 及 (5.16-17) 得 
a, + a, + 2а, + За, + За, = 6, (5.16-21) 


| 3b, + 36, + 3b, + ЗЬ, + 6b, = 12, (516-22) 

由 表 5.16-2 可 得 属于 正当 转动 的 陪 集 代 表 的 直接 乘积 表示 

的 特征 标 , 如 表 5.16-3 所 示 。 对 于 非 正 当 转 动 的 陪 集 代表 ,从 中 

只 能 得 出 同样 的 结果 ， 因 为 直接 乘积 表示 只 能 简约 出 对 ; 为 偶 的 
表示 .因此 不 予 列 出 ， 


9516-3 KERRAT D(C*X7+)@DL*X5) 中 若干 元 素 的 特征 标 


19,410) (6,,10) | 16,. 19) 


2 0 0 


在 式 (5.16-15) 中 ，, 1% {ap| tp} == {63xys |0}, ДШ] ЕҢ 95 Тт 7) = 
表 可 得 
a, + a, — a, = 0, (5.16-23) 
选 (0616) = 16,101 可 得 
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à, + a, + 2а, — а, — а, + 38, 
+ 3b, — b, — b, — 2b, = 2, (5.16-24) 
Иб iapjtp} = {64:10} 可 得 
G, — 4, + a, — a; + b, — b, — b, + b, = 0, (5.16-25) 
KE tcp|tp} = (6,510) 可 得 57 x 
q, 43 — a +t a; + b, — Б t by — b; = 0, (5.16-26) 
如 选 式 (ар |6.) = (6810), 得 到 的 只 是 式 (5.16-21) 与 式 (5.16-22 ) 
之 和 ;并 无 新 内 容 。 但 由 式 (5.16-23) 和 式 (5.16-21) 可 得 
q, + a, + a, = 2 (5.16-27) 
全 此 ,从 19101 形式 的 陪 集 代表 所 能 得 到 的 关于 a, 和 6; 的 
线性 独立 方程 已 全 部 列 出 ， 下 面 必须 进而 考虑 包括 平移 的 空间 群 
元 素 , 以 建立 其 余 的 方程 


55.16-4 某 些 元 素 在 DX”) 中 的 特征 标 
(5,416) 


| {yalt} 


[+ -| -1 -1 -1 
2+ -1 -1 | 1 l 
3+ -1 3 1 -1 
4+ -1 23 -1 l 
5+ , -2 0 0 
D(*X-)@D(*x-) -2 -6 0 0 


表 5.16-4 ЈН ЎЛА t, = 0 的 有 关 元 素 (6166) 在 不 可 约 
表示 D(*X”) 中 的 特征 标 , 其 中 


=a (0, +, 1), t= a (41-40) 
2 2 2 2 


意义 与 六 相同 ， 代 表 该 晶体 的 两 个 基 矢 . 对 于 DCO”), [a,|0) 
与 {ez1ts} 有 相同 的 特征 标 。 根据 表 5.16-1 及 表 5.16-4， 如 选 
[а |4} = 46,14}， 代 入 式 (5.16-15) 式 可 得 
a, + a, + 2а, — a, — а, — b, — ф, 
— b, — b, + 25, = — 2, (5.16-28) 
Ж 071173 = {ôr lE} BJA 
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a, + a; + 2а, — a, — a; — b, — b, 
, + 3b, + ЗЬ, — 2, = — 6, (5.16-29) 
322 = {54.1}, 818 | 
| © ú, — а + a, — а; — b, + Б, + ф,— b, = 0, (5.16-30) 
最 后 由 las|f,y = 45,5. |6) 得 
a, — a, — а, + a; — b, + b; — by + b, = 0. (5.16-31) 
不 难 发 现 , 在 以 上 诸 式 中 , 凡 空间 群 元 素 的 转动 部 分 相同 的 ， 


不 管 是 否 附加 平移 ， 由 式 〈5.16-15) 所 得 的 方程 中 а; 的 系数 均 相 
同 , 从 而 很 容易 将 它们 消去 而 得 到 关于 5; 的 方程 . 
5938 (5.16-24)—(5.16-28): b + b, — b = 1, (5.16-32) 


A (5:16-29)—(5.16-28): b, 十 Ё, — Ё, = — 1, (5.16-33) 
式 (5.16-30) 一 (5.16-25): — 2, + >b, + b, — b, = 0, 


(5.16-34) 
A (5.16-31)—(5.16-26): — А, + Ё, — b. + b, = 0. 
| (5.16-35) 
以 上 四 式 加 上 式 (5.16-22), 共 得 5 个 关于 bi G = 1, 2, 3, 4, 5) 
的 方程 ,由 此 解 得 
| b, = b, = р, = 1, 
о | (5.16-36) 
将 上 式 5b; 的 值 代入 式 (5.16-~24) 一 (5.16-26) 得 
a + а, + 2а, — а, — a, = 2, (5.16-37) 
a, — a, + a, — a, = 0,  (5.16-38) 
a — d — a, +a =0,. (5.16-39) 
从 而 得 到 | 
нэ а, = а,» | (5.16-40) 
a, = а;, (5.16-41) 
ЯВ 16-23) М(5.16-37 АН! 
ja, — 24, =з — 2, | (5.16-42) 
式 (5.16-27) 给 
аз + 2а, = 2,  (5.16-43) 
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атата | (5.16-44) 
а, = а; = 1. . . 
这 样 , 最 后 便 得 到 
р(*Хг)®р(*Х5) 
= отоӨөРгӨөрсхӨөрсхрөрсхї. x 
E (5. 16- 45) 
当然 ,也 可 选择 其 他 空间 群 元 素 代入 式 (5.16-15)， 显 然 这 对 
求解 简约 系数 已 非 必需 ,但 却 可 验证 上 面 得 到 的 结果 。. 


$ 547 ”晶体 量 格 振动 的 正则 模式 


5.17.1 运动 方程 及 其 解 


设 晶体 具有 六 个 原 胞 ,每 个 原 胞 包含 n 个 原子 ,原子 的 平衡 位 
置 可 用 
r (L, S) = R, + rs (5.17-1) 
表示 ,其 中 | 
R, = а + ba, + ау O ` 
代表 原 胞 位 矢 ,而 22 
rs = sa, + ға, 854,, 
Ü< < уга 1,2,3, = 1,2,- °°, n, 
则 代表 原 胞 内 不 同 原子 的 位 置 。 如 果 用 au(I, 5) 表 示 原 子 偏离 平 
衡 位 置 的 位 移 , 则 原子 的 实际 位 置 就 可 表示 为 
р, 5) = r(L, S) + alL, 5), (5.17-2) 
а(1.,5) 在 笛 卡 儿 坐 标 中 的 分 量 可 写 为 we( 工 , S), a = x, y, z, 
如 引进 质量 权重 的 位 移 WL, 5), Жоу 


С, уа, (547-3) 
Ms 为 位 于 p(L ,5) 的 原子 质量 , 且 令 
И, 5) == eal L, S)exp(zeot), (5.17-4) 


则 这 一 具有 3N 个 自由 度 的 晶体 体系 ， 在 简 谐 近似 下 , 晶 格 振动 
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的 问题 可 归结 为 求解 如 下 的 39М 2ЕДЭРЕ DAI ЖЇН НЇХ: 


De = we, (5.17-5) 
Аф р Ну 2 
， 1 O: нэ 
Dal L, S; LS)= — с h. 
МММ, S. (L, 5)ди (1. 5) 0 
(5.17-6) 


Ф 为 晶体 势能 ,下 标 0 代表 取 平衡 时 的 数值 
设 式 (5.17-5) 与 某 一 本 征 值 w 相应 的 本 征 矢 为 e， 则 e, 可 
视 为 有 Зам 个 分 量 cs(L, 5; 门 的 列 和 撩 量 ， 无 疑 , 由 于 和 为 数 极 
大 ,这 是 一 个 极 难处 理 的 问题 . Е 
аа Тт EH AE аг B) Bi Ы: 


a (L, 5) = —— У) (9, 5)екр(і - Ri), (5:17-7) 


^ 


Welg, S) 满足 方程 
ў (9. 5) + > Dela, S, S')W (q, S) = 0. (5.17-8) 


令 
W Ч. 5) 一 e (q. 5 )ехр [:0(9):] 5 (5.17-9) 
就 得 如 下 求解 矩阵 D(q) 的 本 征 值 的 问题 : 
D(q)e(q) — «©(9)е(9) = 0, (5.17-10) 


р(4) 为 — Зп 维 怎 阵 , 称 为 动力 学 矩阵 , 甜 阵 元 
Dala, 5,5) = >) Dal L, S; 17, S')exp| — і 


(R, — Р,.)]. | С (517-11) 
这 样 , 就 将 3nN 维和 矩阵 的 本 征 值 问题 简化 为 仅仅 是 39 维 的 问题 ， 
由 式 (5.17-10) 可 见 。 对 于 固定 的 g， 有 3л 个 振动 频率 о(9, j), 
j= 1, 2,533, 3 分别 代表 Зо З РЕВО, q ARIEN A 
值 , 即 得 到 3nN 个 振动 模式 . | 

设 对 于 某 个 角 频 о(е, у), 3х(5.17-10Э 5 20 е(9, j), е(9, 

j) 为 是 有 3n 个 分 量 e,(S; 4» i) 的 列 和 撩 量 ,满足 矩阵 方程 
р(а)е(а» 7) = wo(g, ;)е(9, j). (5.17-12) 
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当 存 在 简 并 时 ,本 征 和 天 e@ 应 再 可 一 标号 1 。 如 wx(q, j) E 1 ВМ 
并 的 ,4 = 1， 2，……， 于 是 本 征 和 天 可 记 为 e(q9，、i4)，、 满 足 方程 

D(q)e(q, А) = lq, i)e(q., ЈА), (5.17-13) 
此 时 


f 1) 
> D> = 3л, (5.17-14) 
ЖЕ D(q) Е, ЖЇЕХ АЖ ГЖ F IE22 ЖЖ: 
2,625: 9, јА)е (534 732 = ja — (5.17-15) 


У’ “865: Ч. 13.)ес(5: Ч» 13) == 6055, (5.17-16) 
7 


05; а„ 1) 一 般 为 复数 ,与 是 实数 的 es( 工 , S; D 之 间 有 如 下 的 变 
换 关系 ; 
Cal 5; q, 1) шин =? > exp ( 一 19 ` К, )г, (L, 5: 1)» 
(5. 17-17) 
eL, Si) = 1 S ехр(ї@ + №,)е,(5: а, D. (517-18) 
VN 


9 


如 来 用 复数 正则 坐标 ОСФ, 734), 将 W., 5) 写成 
W.(q, S) = >, е.(5:4,)3)0(8,73), (5.17-19) 


F sÀ 


则 利用 Ola, 4) 可 将 振动 体系 的 哈密 顿 量 写 成 
H=T +V `$) {0*(g,i)0(, p) 


+ O°(qg, 711)0(g, 11)}, (5.17-20) 
并 进而 得 到 O(q. 14) 满足 谐振 子 方程 
0(9, 11) + Ca, 1)0(9, ЈА) = 0, (5.17-21) 
О(9, 11) = 09, jà )expliolg, 1):1. (5.17-22) 
实际 原子 的 位 移 也 就 可 写成 
a (L, 5) 一 ura < exp(19 
К, )е„(5; 9, 11)0(9, 3А). (5.17-23) 
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不 难看 出 , 每 一 个 本 征 矢 е(9, 2) RERED — NENA 
式 , 有 反映 此 模式 对 应 的 原子 在 空间 的 振动 方位 . 因此 ,分 析 本 征 天 
的 对 称 性 质 。 对 于 在 可 能 的 情形 下 区 分 是 纵 疝 模式 还 是 横 问 模式 
具有 重要 的 意义 。 下 面 即 讨论 这 一 问题 


5172 ”本 征 矢 的 变换 性 质 


可 以 证 明 , 动 力学 矩阵 Dla) 在 波 矢 群 G, 的 操作 作用 下 不 
变 。 因 而 ,完全 类 似 于 第 二 章 关 于 薛 定 谓 方 程 对 称 性 的 讨论 ,我 们 
可 以 得 出 , D(q) 的 本 征 矢 e(9， 九 ) 必然 构成 波 矢 群 G, 的 不 可 
约 表示 D(q') 的 基 矢 , 附 标 2 可 说 明 属于 第 4 Ж], 1 一 1, 2,*……， 
155: 而 1, 则 为 不 可 约 表示 Dli) 的 维 数 。 而 且 实 际 上 D(9) 也 是 
波 矢 群 G. 的 可 允许 表示 。 于 是 ， 设 {elt} 代表 G, 中 的 某 个 操 
Е, Pon 为 相应 的 算 符 ,我们 就 得 到 


t; 
P owela, 11) = > р(9)(Ф|#}),ле(, j). (5.17-24) 


如 果 取 іф) 为 属于 平移 群 的 操作 tel T = ла, + 
па, 十 tas, R) el(qg, j2) KISEB PE РТ PAEK 首先 应 
用 式 (5.17-17 ) 得 
| Р гтүе«(5: q, fA) = —— > exp(— ig 
VNT 


. Ri) Ê me (L, 55734)» 


但 由 于 
(61113-В, = R, — Т, (5.17-25) 
并 且 注 意 到 
е„(1,, 5; jA) = e, (R, + rs; 3А) (5.17-26) 
可 得 | 


P. rye. (S; 9 › 13) 


= t ехр(-- 19 * Ri )е.(1. Т, 5: 13) 
у Л 
. 1 
= exp ( — iq . T) JN > exp[ 一 4: ` (R, 
N L 
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— T Jle. L — T, S; 3А) 
= ехр(— 0. T)e,(S; q, jA) 
= DY {e|T})e(S; q, 31)» (5.17-27) 
或 者 写成 
Pisiryelq, ЈА) = ехр(— iq : Т)е(9, 14) 
= DI({e|T} jela, 2). (5.17-28) 
— ЈН ХЕ БО АЈ, АЈДЕ К q 的 不 可 
7 АЈШЕ К Е. А, 517125 ХИ ВУАЛЕХЖ 
е(9, j2) 501520) q тА E. 

XL — EW FI g, ЕЖЕ elg, 41) 到 底 属 于 
ERE G。 哪 几 个 不 可 约 表 示 ， 可 以 有 具体 分 析 一 下 本 征 矢 分 量 的 
变换 性 质 . 

任 取 波 矢 群 G, 中 的 元 素 {gp|r}, r 为 不 为 零 的 分 数 平移 , 即 
{ф|т} 为 C。 对 平移 群 作 陪 集 分 解 的 陪 集 代 表 。 将 算 符 Pon ЇЕ 
用 于 式 (5.17-17) :得 

Воле (55 q, ja) = У \ехр(—іф · R,)P ас, (L ,S;j2). 
YNT 
(5.17-29) 
eL, S; j) 可 以 看 作 位 于 Rit rs 处 的 某 矢量 ex о 分 量 ， 
在 {feplz} 的 作用 下 应 按 如 下 性 质变 换 : 


Р уус (L , S; 71) == > ФфавевЇФЇТ 177, (R, + rs);i2], 
8 


(5.17-30) 
其 中 应 用 了 式 (5.17-26)。 pas 为 与 转动 ?相应 的 普通 三 维 转动 是 
阵 ， 具 有 上 和 式 所 表述 的 变换 性 质 的 矢量 币 称 为 极 天 ， 
рт} = {op | — фт}. 
Ф 
ФК, = R,,, (5.17-31) 
而 Ф (т; 一 z) 一 般 可 写成 
р (rs — r) = rs + Ry, (5.17-32) 
这 里 Rw 为 某 格 矢 ;也 可 以 是 零 ; rs 为 原 胞 内 与 位 于 rs 的 原子 相 
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同 的 另 一 原子 的 位 和 拓 ， 也 可 以 就 是 rs。 于 是 
{ф|т}!(К, + rs) = К, + К, + rs, (5.17-33) 
将 以 上 所 得 代入 式 (5.17-29 ) 得 
Pie (S; q, 13) = > Page TEN 
x — > exp (— iq · pR,, — iq - Ry) 


VN Ж 
x esl L'AN, S; 3А), (5.17-34) 


HT (фе E Ga 9 :PpR, = фа. Ru = q- Ку, БХ ВЭ) 
P vireolS; Ч» ЈА) == > Page RNe (S; q, 14). (5.17-35 ) 
В 
如 令 
Das | |C PIT?) = Page TENS 5,5,» (5.17-36) 
| 1 rs 满足 式 (5.17-32 )， 
0 其 它 ， 
则 可 将 式 (5.17-35) 改 写 为 
Pe (S; q, 11) = ЭР/ГССТТП2ЭЭЛЛ/ДДГСИХ ЛЭ 


(5.17-38) 


其 中 


“ХҮ == (5.17-37) 


对 于 波 矢 群 的 一 般 元 素 lelt) Л 815553 
{plt} = {slT 11 фЇтї» 
Жш t= T+ r. 根据 式 (5.17-28) 及 (5.17-38) 可 内 
Pai e (S; q, j4) = DEl T} P ia e (S; 4» ЇА). (5.17-39) 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 将 与 波 矢 q 相对 应 的 所 有 3л 个 本 征 和 天 
e(q, j2) 的 同一 (a, 5)5) Ёс.(5: 9, 11) 组 成 有 32 行 的 列 天 EE: 
e (S; q, 11) 
e (S; q, 12) 


E =| «0539, 1) | #>26)52 (5.17-40) 
cS; а, 21)| 一 


ea (Š; 9, Н,) 
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则 由 式 (5.17-24) 可 得 
PE = АЕ, (5.17-41) 
ERTH Poa E А JER, ВоВ Pen EFT EB 
相应 元 素 所 得 的 结果 ; MANS ё(4» 44) RER С. 的 不 可 约 
表示 009) 的 直接 和 : 
A = D(q')OD(q')@: : DD), (5.17-42) 
即 | 
DJa D(q Эч, 


D(q'),, +069"), 1, 
рСа”) Dl a, 


DCA) ОО, 


ЁГСОЭЛЦОГСЭГ” 
D(q' Jip- D(a ity 


例如 ,由 式 (5.17-41) 和 (5.17-42 ) 我 们 得 到 


Т 
Ё те (S; q, 21) = > D(q')ane (S; g, 212), 
i=] 


. (5.17-42') 


和 式 (5.17-24) 完 全 一 致 . 

对 比 式 (517-38) 和 (5.17-41) 我 们 看 出 ,实际 上 这 是 从 不 同 的 
角度 讨论 es(S; 9, 0) 的 变换 性 质 ， 在 式 (5.17-38) 中 我 们 将 
e (S;iq,j1) 看 作 是 矢量 е(9, 11) 的 第 vs 分 量 ，c = х,у, z, 
8--1,2, 53.3) 而 在 式 (5.17-41) 里 又 将 其 看 作 是 矢量 e-(S， q) 
的 第 入 分 量 , 1 一 1, 2，.…，, 00, 1,2,5, В, 矢量 
е(9, j2) 和 е„(5, q) 是 线性 相关 的 ,可 用 么 正 变换 矩阵 UU 表示 
为 e,(S, q) = Ое(9, јл). 于 是 在 矩阵 D({qp|z}) 和 信之 间 就 
存在 相似 变换 的 关系 ，D' 一 ОАО, АВ] 


! 
Т,Р!({ф|т}) = Т,А = Т,А = > Х(д), (5.17-43) 


Дай! 


其 中 Х(а) 为 不 可 约 表示 D(q') 的 特征 标 。 Ах, (5:17-36) 可 
以 看 出 , TD 是 很 容易 计算 的 ， 
TD'({plr}) = > D'({p|T} )ав,о5 
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== >` (+)(1 + 2 соѕф)ехр(;9 · Ку), (5.17-44) 


在 最 后 一 个 等 式 中 :, 正 负 号 分 别 对 应 于 正当 转动 和 非 正当 转动 ,而 
了 则 代表 转角 . 

这 样 ,对 于 确定 的 波 拓 g， 只 要 用 式 (5.17-43) 和 (5.17-44)， 
便 可 根据 已 知 的 波 矢 群 G, 的 特征 标 表 判定 相应 的 声 子 的 正则 模 
式 分 属 何 种 不 可 约 表示 Da). 当然 ,在 式 (5.17-42) 中 可 能 有 的 
Dla) 完全 相同 ,这 一 般 相应 于 具有 不 同 的 声 子 频 率 olaq, у) 但 对 
称 性 一 致 的 情形 . 实际 上 ， 如 果 式 (5.17-42 ) 中 有 ?个 不 可 约 表 示 
相同 , 则 类 似 于 第 二 章 关 于 分 子 振动 问题 的 讨论 ,我 们 可 将 问题 归 
结 为 一 m 维 的 行列 式 ， 为 简单 起 见 ， 在 下 面 的 论 讨 中 我 们 将 略 去 
这 种 多 重 性 的 情形 . 


5173 本 征 矢 的 计算 


现在 我 们 转 过 来 讨论 如 何 求 得 本 征 矢 。 类 似 于 分 子 问题 , 如 
采 我 们 对 每 个 原子 引入 三 个 沿 直角 坐标 轴 的 单位 幅度 的 位 移 
АХ(1.,5), AY(L, 5), AZ(L, 5), 
或 记 为 А.(1, 5), а= х,у, =, W] ACL, S) 原则 上 可 以 看 作 本 
征 天 的 线性 组 合 ， 于 是 便 可 用 投影 算 符 的 方法 来 求 得 本 征 矢 ,这 
EHM, (L, S) 代表 原子 的 平衡 位 置 К, + rs. 
按 定 义 , 和 不 可 约 表 示 ний 对 应 的 投影 算 符 为 
P (q, j) = — рз xa КССОЗЭ2ГТТ (5.17-45) 


(p|) 


не ЭБИ ЕЛИНЕ АЖИ, lolt) 为 波 矢 群 元 素 。 由 此 得 
本 征 天 的 分 量 
e (S; q, j) = PCa, i?)A(L, S) 


= L. S xa (lpt) Вод. 5). (5.17-46) 
£ tpit) 
НЭТ -1-т,ї 
Х“СоЕ = "ХӨ (to |z), (5.17-47) 
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所 以 u | | 
BynA(L, S) = > qa A  ФЇЕҮЛСК, + rs)] 
В 


= > QA [g (R, — Т) + фт — т)]. 
8 


R, = ф СК, 一 Г), 
Т — R, — eR, 


将 以 上 诸 式 及 (5.17-32) 式 代入 式 (5.17-46) 式 得 
e (S; q, j) = я > Фев > Хе ({ф|т}) 


(pir) 


x > eeTA(L' + N, S) 
T 
iq 1 
== с'р. > Фев > Ха!*({ іт }) 
Ng Ё {фт}. 
х У) сіеид (1 + N, S) 
Er 27 


И em > Pas ЭР ССЛЭЭГЭАДЫ 
£ в 


{plr} 
х 5 erR AL”, S), | (5.17-48) 
上 式 中 ,因子 =R. 并 不 影响 结果 的 对 称 性 , 故 可 弃 去 。 仿 
А.(5, а) = > eaRrA(L，S)， (5.17-49) 


L 


极 易 证 明 А„(5, 4) EERE G, 的 操作 {р|т} 作用 下 结果 为 
P iv yAo(S, q) 一 ea х > ф.вА(5' › 4). (5.17-50) 
В 
则 式 (5.17-48) 可 化 为 
cs(5; qi) = A У) хе (| ађ) BiviwAsS, q). (5:17-51) 


在 上 式 的 求 和 中 ,只 需 就 G, 对 平移 群 的 陪 集 代表 进行 ， 
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А,(0, 4), Aalt, 4), x = x, s 8, 
对 于 了 点 ， 


А.(0, Г) = > ACL, 0), 


(5.17-52) 
A(T, Г) = > A,(L, ,| 


对 于 Хол, 


A.(0, X) = > exp (— :Х,-Ё,)л.(1., 0), 
ë (5.17-53) 
А.Ст, X) = > exp (— iX, : R,)A,(L, т). 


而 对 L, 53, 
А.(0, L) = Утекр(- iL, .Ёо)А(1, 0), 


L’ 


А„(т, Г.) == У exp (— iL,- R,,)A,(L', т). 


| (5.17-24) 
这 里 我 们 用 0 与 + 分 别 表示 5 = 1 与 5 一 2， 即 表示 位 于 (5.17- 
56) 式 所 示 的 7, 和 7; 的 两 个 原子 . 
在 表 5.17-1 中 列 出 了 以 上 所 有 的 А.(5,4) ЖЖ 
作 作 用 下 , 按 式 (5.17-50) 计 算 所 得 的 结果 ， 
由 式 (5.17-51) 知 ,根据 表 5.17-1 所 列 的 А.С5, q) 的 变换 性 
质 , 可 以 得 到 如 下 结果 ， 
对 于 Ts, 得 到 三 个 本 征 拓 , 即 
A.(0, 了 ) + Alt, T), а= x, y, z, 
从 这 个 结果 可 以 看 出 ,在 这 种 正则 模式 里 , 原 胞 内 的 两 个 原子 的 振 
动 有 着 相同 的 位 相 , 所 以 这 实际 上 是 了 点 的 零 频 声学 模 ， 
Ф(Г,) = 0, 
而 对 于 Tz， 得 到 的 三 个 本 征 天 为 
А„(0,Г)— A(t, Г), а= x, y, z, 
即 原 胞 内 的 两 个 原子 振动 位 相 相 反 ,是 为 光学 声 子 . 
HT ХЭ, 得 到 的 两 个 基 矢 分 别 为 А,(0, X) ЖА, (т, X). 
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(@аўл?х | ОГТ 
(®)хлт | Co)x4Z 
2)2хА | (0)2ХА 
| 
(2)лдх | (0)Z4x 
"7 
С С 
(о ин =) р = 


(1)д7Х 
(1)42Х 


Соч 
ч 


ь ya 


(0)7Ах 


х 


£) (Eg £) p 


“ЭНЭЭ ('7 5Уү E Cy ‘sy “(156Уү I-LLS 39 


(0)А7Х 
(0)А7Х 


(0)4ZX 
(0)2Zx 
(C0)ZAX 
(0)ZAX 
(‘02 XX 


(2)AZX 
(1)AZX 
(2)хА7 
(1)хд7 
(1)7ХА 


4 


(0)А7Х 
(0)4ZX 
(0)ХА7 
(02ХА42 
(0)7ХА 
(0)ZXA 
(0)ZXA 
(0)Z XA 
(ООХ AZ 
(0)ХА7 
(0)А7Х 
(0)А7Х 
(0)7 АХ 
(0)2АХ 
(022 4х 
(0)4АХ 


МЗ (sugo H—G («Ут “(6У “(суу 


| 7 
— Z i 4 
= 45 


С 
1 


< 40)z = 


x. 


2 


Ф от © & o со = = = 


9,854 一 (®з 一 1),_% шин Ny eSa 一 (*2— y- 


(01750) 
(01590) 
{01570} 


(01559) 
(015“0) 
(01:70) 
(0120) 
{010} 

(0150) 
(01570) 
0112.0} 
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(ZAX 
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(0)ZAX 
(0)Z AX 
(1)Х2А 
(2)АХ7 
(1)х7А 
(1)АХ2 
(2)Х2А 


(1)7А4Х2 


(4)х7А 


(2) АХ2 


(2)хА2 
(2) Д7Х 
(1)AZX 
(z2)ZAX 
(2)ZAX 
(1)7АХ 
(1)2АХ 
(0)XZ4 
(0)AXZ 
(0)XZ4 
(0)4XZ 
С0)Х2А 
CO)xXxz 
(0)Х7А 
(0)лх2 
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= 
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5174 ”金刚石 的 正则 振动 模式 
现在 以 金刚 石 为 例 ， 具 体 讨 论 布 里 渊 区 内 对 称 性 较 高 的 T， 
X, 和 工 ,点 的 正则 振动 模 ，。 在 直角 坐标 中 
Г = (0, 0,0), X, = = G, 0,0), 


L, = 一 (1,1,1). 05.17-55) 


金刚 石原 胞 中 包含 两 个 原子 ,分 别处 于 
ғ, = (0, 0,0), т=т = G 1,1). = (5.17-56) 


金刚 石 的 对 称 操作 已 在 表 5.15-1 中 列 出 , 表 5.17-2 列 出 上 述 三 个 
对 称 点 的 x° (BH T,A)， 同 时 列 出 其 对 波 矢 群 的 不 可 约 表示 的 简 
约 结果 ,我们 看 到 ,简约 的 结果 都 是 可 允许 表示 的 直接 和 ,与 前 面 
介绍 的 本 征 矢 按 G, 的 可 人 允许 表示 变换 相符 ， 
对 于 金刚 石 , TURR (5.17-49) 式 组 成 6 个 А„(5, q), Eh 
85.17-2 人 金刚石 型 结构 波 矢 三; X, HL, Х 及 其 按 波 舌 群 
不 可 约 表 示 的 简约 ,4, -4(4, T, о) 


2 2 
Г Х, L, 

{plre} х^ {plro} ха {рї} | х 
{£10} 6 (610) 6 {810} 6 
{8,„, 10} 0 {8x10} -4 {53<y2|0} 0 
{6,x10} —2 {62x 15} 2 15,518) 0 
(6,117) 0 {бт} 0 {ilr} 0 
{5,1} 0 73: 0 | {0,5 yzlT} 0 
{ilz} 0 {0..0} 2 {pxylC} . 2 
{Oaxy lr} 0 {о,:|®,} — 2 
(011) 0 
{0,10} – 2 
{0.510} 2 

, = р(ХЭ?ЭЭ =D +) ФР LO- DD 

A 一 Ю(Г,,)ФРОСГ,,) хор) ^ Бака эу 


ee 
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T 


rN ! TT Pri nA 


表 5.17-3 L, 点 不 可 约 表 示 的 特征 标 


关 гэж LOH? LOT) 
1610) 1 | 1 | 2 
{5,0} 1 1 -1 
{б<} Ї -1 0 
{lr} +1 x +1 x +2 
{Фу |т} +1 + | +1 
{0,317} 


ВЕ] X, 一 Жу, 0, 0)， 可 知 属于 Xe 的 是 纵向 振动 模式 , 对 


应 于 在 X 点 简 并 在 一 起 的 纵向 光学 模 LO 和 纵向 声学 模 LA. 

对 于 X， 得 到 的 两 个 基 矢 为 A,(0，X,) + Alr, X) 和 
А.(0, X) 十 A,(r, 0D)， 因 而 是 二 度 简 并 的 横 网 声学 模 ТА, 

对 于 X%， 得 到 的 两 个 基 矢 为 А,(0, X) 一 A,(z, X) 和 
A,(0, X) 一 A,(r, Xi)， 因 而 是 二 度 简 并 的 横 回 光学 模 ТО, 

同 理 可 以 得 到 属于 LO 的 是 二 度 简 并 的 横 同 光学 模 , 属 于 
LOP 的 是 模 向 声学 模 .而 属于 Lo+ 5L 的 是 纵向 模式 ,其 一 为 
LA, B—X LO., 在 金刚 石 的 情形 L Æ LA, L° Æ LO; 而 
对 钞 , 硅 的 情形 , 却 由 于 力 常数 的 不 同 而 恰巧 相反 、Zo*+ 是 LO, 
19-28 L A. 
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在 第 二 章 里 已 经 指出 ,对 于 跃迁 过 程 ,选择 定 则 决定 于 积分 
Со) 是 否 为 零 , 这 里 |), 1р 分 别 代表 体系 的 初 态 与 终 态 ,而 
ó 则 为 导致 跃迁 的 微 扰 算 符 。 当 体 系 具 有 一 定 的 对 称 性 时 ， 利 用 
群 论 方法 可 以 确定 跃迁 是 许可 的 还 是 禁 戒 的 . 

# |), |) 及 5 分别 属于 体系 所 具有 的 对 称 性 群 的 表示 Р. 
D! K D: , НЯН ЭН 
| D'*@ D°@ D! 


中 包含 不 变 表示 时 ,矩阵 元 才 不 为 零 , 跃迁 是 许可 的 , 否则 是 禁 戒 
的 ， 如 D', D! 5 D° 都 是 不 可 约 表示 , 许可 跃迁 要 求 D'*@ D! 中 
包含 不 可 约 表 示 D°; 姐 果 上 述 各 表示 是 可 约 的 ， 则 要 求 D*@D 
509 包含 同一 不 可 约 分 量 . 
在 上 节 关 于 晶 格 振动 正则 模式 对 称 性 讨论 的 基础 上 ， 我 们 可 
以 讨论 晶体 中 与 声 子 有 关 的 跃迁 过 程 的 选择 定 则 ， 我 们 具体 讨论 
ТЕ — 4554::374:1138 ZH W Tire Bz B 0873 
АХ IN ШОС Жеп, АЯНА БА РАС шуу 
这 似 下 可 写 为 
| = [n>] 02 | 
1) = 16:10). 
其 中 10у. 代表 体系 电子 波 函 数 ， 除 与 所 有 电子 的 坐标 《用 (та! 
代表 ) 有 关外 ,还 与 所 有 离子 的 坐标 RI 有 关 。 п} л 为 体系 初 
态 与 终 态 总 声 子 数 ， 这 里 为 简单 计 用 来 标记 体系 的 晶 格 振动 波 函 
数 。 在 跃迁 过 程 中 , 电子 波 函 数 不 发 生变 化 ， 设 均 处 于 基态 10).. 
对 于 红外 吸 妆 过 程 ，9 为 晶体 偶 极 和 矩 算 符 ， 而 在 拉 曼 散射 的 
情形 , 则 是 蜡 体 极 化 率 算 符 G. 
以 下 我 们 分 别 讨论 晶 格 振动 玻 函 数 与 微 扰 算 符 的 对 称 性 。 


5.18.1 振动 波 函 数 n) 的 对 称 性 


在 上 一 节 里 我 们 引 人 了 复数 正则 坐标 O(q, 7А). ЕТ, 5T 
使 晶 格 振动 量子 化 ,采用 如 下 实数 坐标 : 


Elg, 11) 一 > 1009, А) + 0(— q, 03 


(5.18-1) 


[O(q, 11) — Q(— 9, 1. 


{ 
9 


20(9, i) 
(5.18-2) 
利用 广义 坐标 与 广义 动量 ? 之 间 的 天 系 
pCa, i1) = &(9, jà), (5.18-3) 
则 可 将 经 典 的 哈密 顿 量 写 成 
н = У) = 1Р(я› ay + о, ЕС, a], (5.18-4) 
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而 所 也 满足 谐振 子 方程 


Ёа, jà) + og, 15 (4, 13) 一 0, (5.18-5) 
应 用 量子 力学 中 的 算 符 关系 
| .9 5.18-6 
P(g, А) = : T ЭКО. ду? ( ) 


TETEA да ЖЕ 401 BU ES Е 1575 A= 
12:5 Б № Gece гу — + lq, EC, 1А)? |- E} 
x x(íE)) = 0, (5.18-7) 
这 里 用 x IÇ KR B 18 ВК, (c) 表示 所 有 正则 坐标 Eg, 
j1) HRE. 可 以 写成 总 共 Зо 个 以 Ela, i) 为 变量 的 谐振 
子 波 函数 LIE, 1)] RR, X 则 满足 量子 力学 的 谐振 子 方程 


1 


еа 
2 Əš(q, 31)? 


— 2e,[n(q, ia)]| EECa, 01-00, (5.18-8) 


+ (q, DACE 14)" 


Esln(q, 13)1 = j2) + 一 2 і), (5.18-9) 

n(g, j1) 代表 以 (9, 74) 标记 的 正则 模式 激发 的 声 子 数 ， 
E = > E, = > ЁС А) + 1 hlg, 7), (5.18-10) 
通常 假定 ,在 波 矢 群 G 的 操作 作用 下 , 实数 正则 坐标 具有 与 


动力 学 矩阵 本 征 矢 el(q, j1) 同 祥 的 变换 性 质 , 即 
Ве®Ё(а„ А) = У Dla plt nila, ЭН (5.18-11) 


式 中 lolt) 为 波 和 拓 群 G, л. 而 在 晶体 空间 群 的 一 般 操 作 
(plt) 作用 下 , 则 按 空间 群 不 可 约 表示 Dg) 变换 ， 
Ё... et (gq,, ЈА) 一 ED(*qg’)({pe|ts atlgr 137) (5.18-12) 
这 里 q. э 4.ЁН-14 ХН *q. 

根据 第 二 章 中 介绍 过 的 谐振 子 波 函 数 的 变换 性 质 , 可 以 证 册 ， 
在 空间 群 的 操作 作用 下 ,体系 总 的 振动 波 函 数 ХЕ) 按 表 示 D” 
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D” = [D(a] OLD gE)]),, 
Х D- RIDE) la> (5.18-13) 
FEER *q,G = 1,2,++-, p) 凯 及 所 有 的 波 矢量 , ”为 体系 的 声 子 总 
Kon 为 属于 DG 92) 的 所 有 正则 模式 的 声 子 数 之 和 ， 


Р 
n == У! ni, (5.18-14) 


式 (5.18-13) 中 的 下 标 (n) 代表 不 可 约 表 示 Dq) 的 wi 次 对 称 
攻 ，。 对 称 医 的 特征 标 与 对 应 的 不 可 约 表示 特征 标 之 闻 的 关系 ， 如 
S 2.14 中 的 有 关公 式 所 示 . 


5.182 ” 偶 极 矩 算 符 的 对 称 性 和 红外 吸收 选择 定 则 
如 以 红外 电磁 辐射 人 射 晶体 ， 辐 射 场 与 晶 格 振动 的 作用 可 引 
起 声 子 激发 ,光子 能 量 转化 为 晶 格 振动 能 量 , 从 而 导致 红外 吸收 . 
取 外 加 辐射 场 的 标 势 中 与 矢 势 А 为 
ф= 0, У-А- 0, (5.18-15) 
设 x 
А = А,ехр[:(А - r — wi)] (5.18-16) 
ХУ А.ЗУЛ RE, mM RRIAT. 通常 光子 波 矢 很 
小 ,以 致 实际 上 往往 可 近似 地 认为 А = 0. 
对 于 晶体 这 一 包含 大 量 电子 与 离子 的 体系 ， 在 上 述 辐射 场 作 
H ә ДЕ А) 


нат RI, D= У -+ (pe — SA) 


+ УХ (P, + шэн А) 


~- 2M 
1 | ч Z,Z, e2 е? 
+ -一 一 -一 一 一 一 十 — 
2 Lyfr | R, Ни К, | 2 | гд ии г, | 
| 7.68 | 
— 285221, (5.18-17) 
> | пи R, | 
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上 式 中 ，r， 尺 分别 代表 电子 与 离子 的 位 置 ,m 为 电子 质量 ，M， 
为 位 于 R, 的 离子 质量 , Z,e JRA, 电子 电荷 为 (一 “)，Ppu 和 和 
Р, 分 别 为 不 存在 外 场 时 电子 和 离子 的 动量 。 KEH A 的 二 次 
项 ,可 将 上 式 改 写 为 

Н = Н+ Н, 


Н, == >: -L p + > түг Р? 


2 т 


1 ZZ pe? 
+) IR, — ни + 之 


其 中 


> |F. Р | 
一 > 7 9 K (5.18-18) 


HW = — A. p. + > Z A. Р„ (5.18-19) 
р yC 


Z mc 


H, 正 是 不 和 存在 外 场 时 体系 的 哈密 顿 量 . 
利用 算 符 代 换 


(5.18-20) 


Ш IS BE E TS 25 EE 

Poy = Ear, (5.18-21) 
HARTIM FANEY T] = 2 

= F({r}, {R}X({R}) = |0),|»), (5.18-22) 

F K x УЗ унн, TURRA КЕ Йу ЫЕ РАЖ, 

Е; == Е, + E (5.18-23) 
为 体系 总 能 量 , Е. 为 电子 能 量 ， 

根据 微 枯 理论 ,单位 时 间 内 的 跃迁 几率 取决 于 答 阵 元 


ээг А, (< 2р, М „с Р, 
= А, - У к (и 26. 
21 п|< 0} яр 2р. 
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шин Z= Р,|0 У |у» (5.18-24) 
上 式 中 的 右 下 角 代 表 对 电子 坐标 {r} 与 离子 坐标 (R) 的 积分 ,在 
得 到 上 式 时 ,我 们 粗略 地 将 电子 处 的 矢 势 代 之 以 离子 处 的 天 势 ， 下 
а 则 用 来 区 分 同一 离子 附近 的 不 同 电 子 . 


由 于 
Pa == m = Fras 
Ї 
Р (5.18-25) 
Р, = М», К,, 
所 以 
е 2 
шин ра - P, 
т > P М, 
d 
= e Fra 一 Z, R,) 
dt (>: i 
— 4 > :(т2-ЁО)-2,(В,-ЁО) | 
Ї a | 
= u, (5.18-26) 
йг 


在 上 式 最 后 ,我 们 引进 了 
H» = > 162” ни Ко”) ин Z ,e (R, m R”), (5.18-27) 


а 


К 为 第 > 个 离子 的 平衡 位 置 。 为 简单 计 ， 如 设 晶 体 为 布 嘲 非 格 
子 , 则 К 即 可 看 作 第 » 个 原 胞 的 位 矢 , 而 e 即 为 晶 格 中 第 v 个 
原 胞 的 偶 极 矩 。 由 量子 力学 中 的 关系 

d ; 


— Mr = — ñ, y] 9 5.18-28 
det | в.) ( ) 


Шр 


(E w ин En) | rA O) EDIS 


可 得 


| 


f 
3 
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= i055 Cn | ON ALDA 10У; (5.18-29) 
其 中 应 用 了 
Â |f) = B|x'>|0> = (E, + Ev) |f)» 
йЙ|г) = Н|л)|10) = (E. + Е,) |2), 
及 
Orn = (Е, — E,)/#, (5.18-30) 
即 人 射 光子 的 角 频 ， 
由 于 一 般 处 较 小 ,在 式 (5.18-24) 的 指数 因子 中 ,可 以 将 R, 代 
之 以 Ко, 于 是 当 引 进 矢量 和 | 
ph, (Ё)) = > сккОС0О| р, 0»). (5.18-31) 


后 , 式 (5.18-24) 可 写成 
= Аз: G'lp,(k, [R}) оу. (5.18-32) 


在 式 (5.18-31) 中 ,《01p,10》 既 直接 通过 式 (5.18-27), 又 通过 电子 
疲 曙 数 而 依赖 于 离子 位 置 ， 不 难看 出 , pk, (R)) ЯЛ НЭХ 
ШЕЕ, НКЕ ЛЭС РАЈ 5 А. 

式 (5.18-27) 说 明 , ьЖ-4 X, н Рр F((r), 
Кр) 在 空间 群 元 素 {gp|t} 作 用 下 按 

| P. Е({т}, {R}) = FOr}, (o| i (R) 
变换 , 则 pg,(R, 1К)) 作为 算 符 ,其 变换 性 质 也 与 极 矢 相 同 , BD 
P. (R, {R}) P Qe 
= > Р’ (ф), n (k, ipit HR}, (5.18-33) 


这 里 a, 代表 ñ B o R, 而 D°(@) WAA (z, y, а) 为 基 矢 的 转 
动 9 的 表示 ， 在 金刚 石 型 等 立方 晶体 的 情形 下 就 是 Ts。 与 式 
(5.17-30) 相 比 ，D2s 一 фи. 下 面 即 以 金刚 石 为 例 进行 具体 的 讨 
论 . 

这 时 Tu 是 不 可 约 表示 ， 且 由 于 {R} 作为 所 有 离子 位 置 的 集 
合 , 在 对 称 操作 作用 下 的 结果 应 该 是 等 价 的 ， 因 此 , 式 (5.18-33) 
M BERRIAK p(k, (RH 即 应 按 不 可 约 表示 Гь 变换 . 
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为 了 看 出 红外 吸收 过 程 与 牵涉 到 的 声 子 对 称 性 的 关系 ,将 
u,(k, (Ri) HEEE Ela, 14) 展开 ,保留 到 二 级 项 ,得 
в,СБ, (КТ) = p.Ə(R, (59) 
= Mk) + > М°(Ё; а, у, 128 ва 733 


q' j. 1 
+ У E МӘ, ai q, ҮЭ? 
47-17 l 4777.17.37 
x sq ҮХЭН СЖЭН ЛЭ? (5.18-34) 


由 于 и,(А, {Ё}) 为 一 波 矢 为 天 的 布 洛 赫 矢 量 , НАЕ Г„ ЗЕ 
换 ， 这 就 要 求 上 式 中 的 每 一 项 也 应 具有 完全 相同 的 变换 性质 . 
M° (h) 代表 晶体 的 固有 偶 极 矩 ,在 金刚 石 的 情形 为 零 .， 第 二 项 虽 
然 形式 上 写成 对 所 有 正则 坐标 的 累加 ， 但 只 有 和 明 具 有 相间 变换 
性 质 的 59 ,7% ) 才 出 现 。 因 此 

а = R. (5.18-35) 
土 式 表 明 红 外 吸收 中 的 波 矢 守恒 。 如 近似 地 取 R = 0, Е А 
的 正则 坐标 为 ECTs，12)，1 一 1, 2， 3。 不 过 上 节 已 经 指出 , 对 金 
刚 石 (Ts) = 0, 可 见 ， 代 表单 声 子 过 程 的 (5.18-347) 式 中 的 第 
二 项 ,实际 上 对 金刚 石 的 红外 吸收 并 无 贡献 ， 

式 (5.18-34) 的 第 三 项 代表 双 声 子 过 程 , 35 b ЗН ЕН ЭСЭН 
sg /3Э 4", ТЭЛЭЭ 的 累加 。 在 对 称 操作 作用 下 , 乘积 El, 
А) ТА) МЕН ЕХЭ ОС 9 SDOT) 而 变换 。 根 据 
刚才 对 第 二 项 的 讨论 可 知 ， 只 有 当 此 直接 乘积 包含 Г„ 时 才 对 第 
三 项 有 贡献 .换言之 、 第 三 项 中 实际 出 现 的 乘积 ¿(q', rE, 
737) 应 满足 | 

("974717 1Гь) > 0, (5.18-36) 
上 式 还 意味 着 + q” = 0， 即 符合 跃迁 波 矢 守恒 的 原则 . | 

当然 ， 按照 式 〈5.18-32)， 如 将 晶 烙 振动 的 初 态 In) 与 终 态 

\л'› 所属 表 示 的 直接 乘积 О?* р” нуі 27, ED 
р“"'э* ЭГ? = Харб), (5.18-37) 


аг, 70 (5.18-38) 


时 跃迁 才 是 许可 的 , 即 选择 定 则 可 描述 为 
(n'n r) = 0, (5.18-39) 
根据 上 面 的 讨论 ,作为 例子 ,我 们 可 以 证 明 ， 在 金刚 石 中 吸收 
一 个 红外 光子 ， 产 生 一 对 分 属 LY 和 二 的 纵向 声 子 的 跃迁 是 
许可 的 ， | 
КЕВИНА 055155 T 352, PU n = 0, | |л› 即 属 不 变 
表示 。 当 同时 激发 一 个 属于 具有 LOP 对 称 性 的 正则 模式 的 声 子 ， 
和 一 个 属于 具有 LO 对 称 性 的 正则 模式 的 声 子 时 ， 终 态 波 函数 
о) 应 按 直 接 乘 积 DCL +)@BD(*L"-)) 变 换 。 应 用 $ 5.16 介绍 
的 方法 可 得 
р("186)60р(514-)) | 
一 Р(г,)ФРО(Г,,)Фр(*х%)Фр(*х%®), (5.18-40) 
"А.Н FK ARD Л Гь, 这 种 跃迁 是 许可 的 , 即 这 一 过 程 是 红 
外 激活 的 , 并 且 已 在 金刚 石和 钳 、 硅 晶体 中 得 到 实验 证 实 。 相反 ， 
由 于 DECL GD(*Le-) 的 简约 中 不 包含 Pu， 
DGCL2DQ@D(GZL2-) = р(ГьуФР(Т,ЭӨР(Ть) 
ФР("Х9ЭӨР("ХӨ)ӨР("ХӨ)уӨР(“Х9У, (5.18-41) 
因而 吸收 一 个 红外 光子 产生 一 对 分 属 LO 55 LO ETRE 
是 茶 殊 的 。 但 下 面 我 们 将 看 到 ,这 却 是 一 个 拉 坚 激活 的 状态 。 
5183 极 化 率 算 符 的 对 称 性 与 拉 曼 跃迁 选择 定 则 
在 拉 受 过 程 中 ,站 矢 为 玉 的 光子 受到 晶体 的 散射 而 转化 成 波 
RÄ kR BDCT. 决定 牙 迁 的 是 极 化 率 算 符 6。 < 与 原子 的 位 置 
{К} 有 关 , 并且 在 平移 操作 作用 下 变换 性 质 和 波 矢 为 А, — k, 的 
布 洛 赫 矢 量 相同 , 故 可 将 其 写成 а(А, 一 А,, (RY). ЇЕ УМ) 
情形 一 样 。 也 常 可 近似 地 认为 = 二 二 0。 在 空间 群 元 素 作 用 
下 ,5 的 变换 性 质 如 下 : 


Р ед, Bie ын > Q, pete’. (5.18-42) 
YB’ 
由 于 
Cys = бзэ (5.18-43) 
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可 知 & 的 分 量 按 D° НИК 1071, 变换 ， 即 6 是 对 称 的 二 
RKE. 前面 已 经 指出 ,对 金刚 石 Р” 就 是 Ts, 因而 & 的 分 量 4, 
按 [DCTs)]o 变换 . 
类 似 于 p, 我 们 也 可 将 & 用 正则 坐标 展开 。 Wh k = А, = 
0， 且 保留 到 展开 式 的 二 级 项 , 则 可 得 
400, IRI) = а(0, {5}) = 4900) 
+ 2 490054, 72769", 71) 


+ > У 4900:4,7У:47 А") 


x ER, PRYE 1), (5.18-44) 

RE ШНУҮ Р АЈА, Б 6—9 КАЈ 4 
张 量 的 性 质 , 按 [27]o 变换 。 在 金刚 石 的 情形 下 ， 

[DOs] = DTD) OD(T, ), (5.18-45) 
ЭЭЖ, ТЕ С5.18-44ЭН9--02 ЛД 8 RHR, RAAT olo f T, 的 
正则 坐标 Е(Т,), (Гы, 1),-34-1,2 和 ЕСГ, 1), 1-1, 2, 
3 才 有 页 献 。 而 对 二 级 项 有 贡献 的 正则 坐标 , 则 要 求 
рСа? )20С-“"а ). 
校 不 可 约 表 示 的 简约 中 至 少 包 含 一 个 式 (5.18-45) 右边 所 指出 的 
分 量 . 

企 金刚 五 型 结构 中 ，9 = 0 的 光学 声 子 具有 Г, 的 对 称 性 ， 
因而 对 于 单 声 子 的 拉 曼 跃迁 是 激活 的 ， 即 可 以 通过 拉 曼 散射 从 基 
态 激 发 出 一 个 Г, WEF. 同样 , 根据 式 (5.18-41), 其 右边 包含 
ro 和 Ts 因而 这 一 双 声 子 跃 迁 过 程 也 是 拉 曼 激活 的 ， 以 上 两 种 
п] ВЕНЧАЊЕ ТЕ ЯА Яз, ЗААЛ Н 3018 ñu ПЕ З. 
TZARENA А Ba IK Tu Se Bk 33 ЖЕЕ И) К 29 

(л |Г,) = 0, (5.18--46) 
Бар Г, ДЖИ Ж Гү, Гь ЯП Ty, 


第 五 章 习 题 
1. 如 R 为 一 绕 通 过 原点 的 轴 007 865) Ф КАРЕ, ERRAR 
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T(R,)RT( юм R.) 
为 绕 过 Р (r AR Унд л, ЭНЭЭ +T T OO 的 轴 转 动 2 的 操作 ,了 T 为 平移 操作 
2. 证 明 
> схр(А + Ra) = No,o, 


>; exp(:k - Re) = №,, 


k 


МУ, k IRR, К, IRR. 
3. 如 日 为 群 G 的 不 变 子 群 ，B€ ,证 明 所 有 满足 
Dİ( ABA). = -Dİ (B) 
的 元 素 4(46С) 的 集合 组 成 群 一 一 第 二 类 小 群 ， 为 互 的 革 一 不 可 约 表 
№. 
4.1Е ЛЖ ВНЕ — K еу КАЈ ЛАМ АО ЖЛЕ т] $ УР Ж 
5.12 LCa) 为 群 G 相 对 于 不 变 子 群 妞 的 不 可 约 表 示 А, 的 第 二 失 小 
群 , 将 C 对 LCa) 作 陪 集 分 解 ， 
G = LIA) + AL!(A,) + ++ + AL" A) 
试 证 陪 集 代表 4 满足 
L(A) = AL (аА, )4" 
a 为 与 A， 属 同一 轨道 的 另 一 不 可 约 表示 。 从 而 可 得 f 即 А, 所属 轨道 的 
阶 . 
6. LO(A:) 与 1A(A,) 为 点 群 0 相 对 于 正则 子 群 D, 不 可 约 表示 а, 与 
A, 的 第 二 类 小 群 , 试 求 它们 的 避 允 件 表 未 。 
7 . 试 证 两 个 子 群 的 公共 元 素 的 集合 必 构 成 群 . 
8.41 (м) 与 L'as) 的 公共 元 素 组 成 的 子 群 W 除 正则 子 群 外 还 
包含 其 他 的 元 素 , 试 证 在 此 情形 仍 满足 
>|Х1(5)*ХЫ(&) = 0, 


F€ M 
其 中 х, Xk TIER (4.р,) 与 (Аоф!) 构成 的 子 空 间 , 对 由 (л) 可 
ЖҮК ЖК r ВАЕ С 表示 特征 标的 贡献 ，{9ps} 为 LC) 可 允许 表示 
НЭЭЖ, їй 
G = LAD) + ALa) + + + AL!U(A,). 
[提示 ] L(a.) 5 L 6) 的 可 允许 表示 Г. 与 Га 分 别 对 于 群 M 及 正 
ДЕНЕ, ВУЗА, ЕЕ Ас 与 As 不 等 价 ， 可 得 T, 及 Te 对 M 
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时 分 导 表 示 所 含 的 分 量 彼此 不 等 价 ， 

9. 证 明 如 её = k + К, о (е = 1,2,6, 81) 为 波 矢 群 中 所 有 的 转动 
ВЕ ДАНК Е КИШ Ж т = g/g 8 为 点 群 的 群 阶 。 

10. 对 面 心 立方 晶体 画 出 治 Tax 轴 的 目 由 电子 近似 能 带 图 ， 并 写 出 相 
БУ НУ БАЖ. 

11. 设 一 二 维 算 形 格子 的 原 胞 基 天 为 а, = ja, а, = Ró, (нң), 
БОХ ИГ FE БЯ 2 点 的 空间 群 不 可 约 表示 。 

KA BE PRE: 

Air уг, 


«,. ух, 


2.14-1 


э ж х 


111 J. 5. отот, Application of Finite Groups, Academic Press, New York, 
1959. 

121 J. Р. Elliott апа P. G. Dawber, Symmetry in Physics, Vol 1, Principles 
and Applications, The MacMillan Press LTD, 1979. 

[3] С. Rurns апа A. M. Glazer, Space Group for Solid State, Scientists, 
Academic Press, New York, 1978. 

141 G. Burns Introduction to Group Theory with Applications, Academic 
Press, New York, 1977 

[5] J. L. Birman, Theory of Space Groups and Infra-red and Катар Lattice 
Process in Insulating Crystals, Handb. Phys. XXV(2b), Light and 
Matter. 
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附 K 


一 、 并 R 


(一 ) # X. 如 有 二 矢量 И, V, 彼此 间 不 作 任 何 运 算 而 将 二 
者 并 列 ,写成 ОМ, ШЕКЕ. 

(二 ) 性 质 

(1) 一 般 UV = VU. 

(2) 如 将 并 矢 UV 看 作 某 个 量 , 记 为 А = UV, ДАЛД, 
个 分 量 , 可 排列 成 矩阵 形式 

О.У, UV, U.V, 
区 U,V, 22 
U,V, UV, U,V, 
Я Us, Uy, Uz Ves Vy, V, 分别 为 矢量 U, V 在 直角 坐标 系 
中 的 分 量 。 如 iJ, R ЧАНУУ КЕ, БН ЖЖ 55 8 
A =UV =UV +UV + U,V,ih+ UV 
+U, V, Jj + UV Rt U,V.hi + U,V ,Rj 
+ U,V,RR, 

其 中 ii, ij, ik, ji, jJj, ЈЕ, ki, kj 和 kk 7) Ху Ahr RE ЙЫ БАНУ) 
#5. | 

(3) 并 矢 与 矢量 的 点 乘 : 设 有 并 矢 A 一 UV 及 矢量 S, 规 
定 它 们 之 间 的 所 乘 为 

A .S=(UV).S=U(V : S), 
5.А = S.(UV)= (S: UXW. 
一 般 
А.5--5-А, 

PA › Х5ХНВОЭ Жз жш. 
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(4) 单位 并 矢 : 
Í = ii + уу + ЁЁ 
称 为 单位 并 矢 。 单 位 并 矢 与 任何 矢量 的 点 乘 仍 为 该 矢量 ， 
1..5 = 5. / = 5 


— Ж F 


(—) 定义 ， 由 mn Ж а, =={„2,„+++, m, J = 1‚2,°°°*, 
з) 氢 如 下 方式 排列 成 表 , 称 为 号 降 , 可 用 4 代表 ， 


а, о, Ain 
А = G, G ап 
. э 
Ф 
+ 


A mi а „ур ... Ama 


或 简 记 为 
A = (49). 


агь RIET, i 代表 矩阵 的 行 ,i 代表 甜 阵 的 列 ， Шот = n, WH 
称 为 方 阵 ; 方 阵 的 行 数 或 列 数 称 为 维 数 。 

(2) 如 有 行 , 列 数 对 应 相等 的 二 矩阵 A= (ан), 4551, 2, 
1 一 1 2 和 及 一 (一 1 2, ` . m, {= 
1，2;,-……，2， 则 当 且 仅 当 

ар = ba і 1, 2,55, ту р 1, 2,55 
时 称 二 十 阵 相 等 ,写作 
А = B. 

(2) 3ETE 0 3k K ë Я: 

(1) 运算 定义 : 

(i) 矩阵 和 : 设 有 二 行 、 列 数 对 应 相等 的 息 阵 4 和 了 ,它们 的 
和 规定 为 

= (си), 
Суу == aij + bijs 
记 作 E 
CÇ = А + B, 
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(ü) 设 6 为 一 数 , 则 & 5 A = (а) 的 积 ad 规定 为 
аА = (gai). 
(11) REIR: 如 矩阵 4 = (aj) 的 列 数 与 起 阵 В = (bu) 
的 行 数 相等 , 设 为 x, 则 可 规定 矩阵 积 


С = АВ, 
С = (ca), 
Ci 一 >` анд, 


乘积 矩阵 C 的 行 数 与 4 的 行 数 相 同 。 而 列 数 则 与 8 的 列 数 相同 . 


显然 ,一 般 
АВ = BA, 


(2) 运算 规律 : 按 以 上 基本 运算 定义 可 得 如 下 运算 法 则 : 
4-8-8-4, 
А-В-0-144-8)-0-441(8-0С1), 
«(4408)-а4--8В, 

(а + В)А = аА + ВА, 
а(84) = (aß )4, 

al AB) = (a<A)B = А(«В), 
ABC = (АВ)С = A( BC), 
A(B + C)= AB + AC, 
|AB| = |A| - IB], 

lad: =a"| A], 

Epa, В, п 为 方 阵 维 数 ,141 代表 # 维 方 阵 的 行列 式 ， 

(тз) ЛАЯ 3E Њ: 

(1) ЖА: 如 方 阵 4 = Сан) ЁУЖГР АЛС 


а = б ty} =l, „уп, 


则 称 4 ARMEE „И 1 sk E 代表 
1 O:-- O 
‚„|0 1-0 
0 0---1 
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1| = 1. 
А1 = 1А = А, 
4 为 与 了 同 维 的 方 阵 
(2) ре: їп 
4А = (а) ¿(= 1,2,6, m, := 1,2,.-..…, n. 
В = (bu) А-541, 2,5 5,8, 0551, 2,531 т, 
Н 
bri = аң, 
则 称 Вр 4 ORRERA Á, 


A = B 
转 置 矩阵 具有 如 下 性 质 | 
A = А, 
(348) = 4 + B, 
(ал) = А, 
(AB) = BA. 
(3) HRE: 54, 5 为 同 维 方 阵 , 且 满足 
АВ = ВА = 1. 
则 称 А, В аА, 123 
В = АГ s А = ВС“, 
G) Я Aa RADER Я: F EE: 
241 = 0, 
(п) 如 477. B = (6), W 
бүр 一 44/14| 3 
4, 称 为 矩阵 4 的 元 素 а 的 代数 余子 式 。 Ar = СТУ Mil, 
而 Мн 81208 2006 4 中 划 去 第 f 行 及 第 i 列 的 元 系 后 余下 的 
(п 一 1) 维 方 阵 的 行列 式 , z 为 方 阵 了 8 的 维 数 ， 
(18) (Ay = A. 
(2) = (27, 
(A) = а 47, 
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(АВ) = BA”, 
LA| = 1⁄1Al, 
其 中 a 为 不 为 零 的 数 ， 
(4) HAEE: 设 有 方 阵 р = (da), Н 44 = 4,9, 则 称 
р Жи Л, 


А 0 0 

4, 0 

D = | 

0 4, 

如 4,5-0,(г-1,2, +... п, ДРВО D 为 

d 0 0 

0 dy) *** 0 

D =| , | 


0 ... 44 
(5) УББ КАРЕ: 如 


Á = А, 
则 也 为 对 称 定 阵 。 如 
В ~ Д, 
Н 
буу 一 4) 
则 称 4 з) ЧЕК ВЕ. 
(6) ЇЕ : 如 
4 = 4", 
则 称 4 DEZER., WEZER, 
(4| = + 1. 
(7) Ж: 如 
B 一 4*, 
Bi 
ба = ай» 
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则 称 8 为 矩阵 4 = (а) ВЈ ВЕ, 81117) 
= At. 
(8) AEE.: 如 
At = A`, 
则 称 4 HAERERE, 
(1) 如 4 为 么 正定 阵 , 则 475 EELER. 
(п) 如 4At = A`, В = В, W) (ABY = ( AB)", 
(13) 如 At = A~, 则 14 1A*| = 1, 4* = (ад) 
(9) AER: ШЖ С п, ШАВ 
B = САС, 
称 为 与 矩阵 4 相似 。 上 述 由 4 ВК A BJ AB ЇЙ Ж 
Їй, С=С, ШАЙ, 


=, Каан 4, B 


mc =le — |с: 


mfe min ejaj fa 


i | | | 
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африлны Q вм гүй 


W, Hartree-Fock-Slater 方程 


_ 计 人 电子 间 的 静电 相互 作 用 ， 可 将 多 电子 体系 的 哈密 顿 算 符 
Йй = 


8--ЁХяжХувж ye 


ај ГАН 


- XA + 1 у = ñ +m, а) 


(wj Ке 
其 中 Й, = DA, A= ену) аж: ETER 
V(ri) 中 运动 的 哈密 顿 量 , Н' 一 > SE 则 是 电子 之 间 的 库仑 


арў fij 
ЕШ. Ж g(r;) 为 第 i 个 电子 在 轨道 的 波 函 数 , Xs(o;) 为 其 自 
旋 函 数 , 则 单 电子 波 函数 可 写成 
Qp (i) = ф„(т,)Х„(о;), (2) 
这 里 用 i 代表 第 i 个 电子 的 空间 和 自 旋 坐标 (r, о), pG) 38 
足 正 一 性 ， | | 
TOCO | dr, D) ФС) С) одХКод 


=== 10.8, | (3) 
体系 满足 费 密 - кднт Ян Шу 
| ) Кл 
(D pC2) 286 968) 
ЁСОО 


(4) 

| pn(1) pn(2) ' ° ° p (N) 
体系 能 量 可 写成 | | 
Е = | дт,йт, * dt N > У’. .. >: Ф"НФ, (5) 
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由 于 Н 8::928-21-1-1:223 48:42 {К 
Ё == >| p (r) pa ri) adr, 


К-1 


1 , 2 
+ 2 242, J (т. otr) & фр„(т,)ф(т,)4т\йт, 
k Ї 71 


1 , 
- > 5) |С) рт) 
k l 
自 旋 平行 (6) 
x “арт (r arian, 


上 式 的 第 一 项 代表 NN 个 独立 电子 在 势 场 中 运动 的 能 量 和 ， 第 二 
项 为 电子 库仑 作用 能 ,第 三 项 为 交换 能 . 

现在 由 上 式 通过 变 分 原理 给 出 熟知 的 Hartree-Fock 方程 将 
上 式 对 фр 求 变 分 ， 


BE = X | andgt) FAtr 
+ > | 1. ф,(т,)4т, 


ki 


- Xy (| EEDD gr) | peh 0) 


其 中 《Yi 代表 & 态 与 ! 态 的 自 旋 必 须 平行 。 对 正 交 归 一 化 条 件 
| pi(r.)o (r )dr, = ôx, 


| бфкСт,)ф (T: Jdt = 0, (8) 


利用 不 定 乘 子 法 得 
Hiper) + > | elendi тафт.) 


і 


— > | e pir par) 4т›фу(т\) 


kiji fi 


= > lug (114), (9) 
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其 中 i КЕЗЕТ. AA ЛЫГ. 5148: Ан = Ёс, EARTHY 
(А, + Исдфү (1) = Еф), 
ЗХ 
V ае 一 У |< са ф (r) |` ат, 
一 > | нч dr (r.). (10) 
第 一 项 为 库仑 势能 ,第 二 项 为 交换 势能 。Slater 把 V. 写成 
Vr) = S| лын 


-У | epi (T,)ó, (r) т Ф (та) СО.) | (11) 

TE г? фк (т, )фх Сэ) 
第 一 项 代表 全 体 电子 (包括 一 ! 态 的 电子 本 身 ) 对 在 r, 处 的 电 
子 的 库仑 势能 ， 第 二 项 是 位 于 r, 的 交换 电荷 密度 о(т\, т) 对 于 
r, 处 电子 的 作用 能 交换 能 ,而 | 
PE Or Pr rs pr Pr) 


Pr n) = e > PCr )фх (8) ч?) 
КАН) 7455 FB, 01 
фт rpp) Ó 
ЕС г,)4т, == 2 2, | у 
фт, )ды 
==» -一 一 一 一 = e, 13 
2 фаб.) 613) 


这 一 数量 为 《+ е) 81553 08 К 25 АЗУ ТТ ЗЕ X. Slater 
认为 各 个 状态 的 交换 电荷 密度 差别 不 大 ， 可 用 绕 计 平均 的 方法 来 
计算 。 对 于 处 在 px《r;) 的 态 ,交换 电荷 的 统计 权重 是 
фу (т,)фк\т,) 
2, pr (т, )ф(т;,) 


RUE PF HAIZE 10183 д 808 
б\т, r; ) мий > 


k Hi 


(14) 
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x 5 pkr Pr per) PT,) | (15) 


2, Фф? (т,)фу(г,) 
{ 
可 得 到 如 下 Hartree-Fock-Slater 方程 | 
| 5 У1-- V(r) 十 > | e [p Cn 2  4т, 
і 


m “v 


2, > | epr prr )p ror) 
一 | HI I —_ —— — arz, (r) 
АР У? qi Ст, pr) " 
= Екрк(тү), (16) 
如 用 目 由 电子 的 波 函 数 
фт.) 一 -一 екты, 
V | 
plr) = 一 一 em (17) 
V 
则 可 证 明 积 分 


2 
Га, 一 | СОО) 一 ФАС )ф (r Jar, 
13 


4 
= ©,___4т___ (18) 


2 r 2 
} 4 
- |) x dk =£ -Z kaF), (19) 
| V л 


V? Вл А, — k |: 
其 中 | | 
=l у 1—т,1+л 
Е (л) 27 h | 1. (20) 
1 = КЇ Ках э (21) 
因而 交换 能 为 
шин e? & КРО), (22) 
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R? 2 $ < É Хү 


К A y 


ХОР 


人 为 和 费 米 动量 Ри, 相应 的 波 和 天 。 如 系统 有 NN 个 电子 , El Wë i! 
EARTE, 则 在 以 Р... 为 半径 的 球 内 正好 容纳 入 个 电 


Т, 


( 3y ) 
р xN ” 


FÆ, Hartree-Fock 交换 势能 可 表示 为 
6 2 


13 2 
一 e? [| — ч, F = — ].54 — 
e (£) R (m) 1.54 p F (n). 


将 Fa) 对 所 有 的 占有 态 求 平均 ,得 


平均 交换 能 为 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


当 采 用 原子 单位 时 ,将 N/V 表示 为 S giXqpe， 则 可 得 到 Slater № 


式 的 定 域 交换 能 为 
Е. = — 6 2 > О) 


1/3 
° 
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(28) 


mR +: 


nT 
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